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Worum geht es in der Vorlesung “Differentialgeometrie I?

Im Grundstudium wurden die Differential- und Integralrechnung im R™ und auf Un-
termannigfaltigkeiten des R™ behandelt. Fiir die Differentialgeometrie benotigen wir eine
allgemeinere Klasse von Rdumen, die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Mannigfaltig-
keiten sind abstrakte Mengen M, die man lokal um jeden Punkt durch n reelle Koordina-
ten beschreiben kann. Lokal verhalten sie sich also wie Euklidische Rdume. Solche Mengen
treten natiirlicher Weise z.B. als Nullstellenmengen von Abbildungen oder als Mengen
der Aquivalenzklassen bei Aquivalenzrelationen auf. Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten sind
Flichen im R3, wie regulire Quadriken, das Mobiusband oder Rotationsflichen . Aber
auch die klassischen Gruppen oder die Menge aller k-dimensionalen Unterrdume des R™
sind Mannigfaltigkeiten. Nach dem Einbettungssatz von Whitney ist jede differenzierbare
Mannigfaltigkeit diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit eines reellen Vektorraumes
RY, so dass es geniigen wiirde, Geometrie und Analysis auf Untermannigfaltigkeiten zu
betreiben. Meist ist es aber einfacher und geniigt, ein Objekt als abstrakte Mannigfaltig-
keit zu betrachten ohne seine (oft recht aufwendig hinzuschreibende) Einbettung in den
RY zu kennen. Dies ist z.B. der Fall, wenn die Objekte durch Verklebungen entstehen
oder als Orbitraume von Gruppenwirkungen, die unter anderem in der Physik eine grofe
Rolle spielen.

Die Vorlesung ist eine Einfiihrung in die Grundlagen der Riemannschen Geometrie auf
Mannigfaltigkeiten. Wichtige Fragen, die wir kldren wollen, sind:

e Wie definiert und berechnet man man den Abstand von Punkten, die Linge von
Kurven oder das Volumen von Teilmengen von Mannigfaltigkeiten?

e Wie beschreibt man Kriimmungen der Objekte?

e Welche globalen Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten kann man aus den lokalen
(wie z.B. den lokal definierten Kriimmungen) ablesen? Kann man durch lokale
Messungen die Gestalt der Erde oder des Kosmos erkennen?

e Wie kann man entscheiden, wann die gleichen geometrischen Verhéltnisse auf zwei
gegebenen Mannigfaltigkeiten vorliegen?

e Kann man Mannigfaltigkeiten bzgl. gewisser topologischer oder geometrischer Ei-
genschaften klassifizieren? D.h. kann man entscheiden, wieviel "verschiedene" Man-
nigfaltigkeiten es gibt und diese durch spezielle Invarianten charakterisieren?

Die in der Vorlesung behandelten Konzepte der Riemannschen Geometrie sind grund-
legend fiir die mathematische Modellierung physikalischer Prozesse. Sie spielen unter
anderem eine entscheidende Rolle in der Allgemeinen Relativitétstheorie.
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1 Topologische Raume

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst einige Grundbegriffe aus der Theorie der topo-
logischen Réume zusammenstellen. Insbesondere sollen die speziellen Eigenschaften von
Hausdorffschen topologischen Rdumen mit abzdhlbarer Basis besprochen werden. Als
spezielle Literatur zu diesem Kapitel eignen sich die folgenden Biicher

e Engelking, General Topology,

e K. Jéanich, Topologie, Springer Verlag 1990.

e E. Ossa, Topologie, Vieweg Verlag 1992.

e C. Kosniowski, A first course in algebraic topology, Cambridge Univ. Press 1980.

e P. Giinther, Grundkurs Analysis Bd. II, Teubner-Verlag Leipzig 1973.

o L.A. Steen, J.A. Seebach, Counterexamples in Topoplogy, Dover Publ. Inc. N.Y.
1995.

e Skript zur Analysis I* (Dozentin Prof. Baum), Kapitel 2.

1.1 Definition und Beispiele

Es sei X eine nicht leere Menge. Mit P(X) bezeichnen wir im folgenden die Potenzmenge
von X, d.h. die Menge aller Teilmengen von X.

Definition. Sei X eine nicht leere Menge. Ein Mengensystem 7 C P(X) heifst Topologie auf X
falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. (T1) 0, X €.

2. (T2) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 7 liegt wieder in 7.

3. (T3) Sind U,V € 7, so liegt auch der Durchschnitt U NV in 7.
D.h. das Mengensystem 7 ist abgeschlossen gegeniiber beliebigen Vereinigungen und end-

lichen Durchschnitten. (X, 7) heifit topologischer Raum. Die Mengen U € 7 nennt man
die offenen Mengen des topologischen Raumes (X, 7).

Beispiel 1.1. Beispiele fiir Topologien auf einer Menge X
1. Diskrete Topologie
In dieser Topologie ist jede Menge offen: 7 := P(X).
2. Antidiskrete Topologie
In dieser Topologie gibt es nur zwei offene Mengen: 7 := {0, X}.
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3. Die von einer Metrik erzeugte Topologie
Zur Erinnerung: Eine Abbildung p: X x X — R heifit Metrik auf X, falls fiir alle
z,y,2z € X gilt
e p(z,y) >0und p(z,y) =0x=y
o p(z,y) = ply,x)
o p(x,2) < p(x,y) + ply, 2)
Sei p eine Metrik auf X. Wir betrachten das folgende Mengensystem:

7, ={UCXNVzxeU3e>0: K(z,e) ={ye X |p(x,y) <e} CU}

7, ist eine Topologie auf X:

Da (T'1) und (72) per Definition unmittelbar klar sind, bleibt zu zeigen, dass mit
zwei Mengen U und V' auch ihr Durchschnitt in 7, liegt. Sei dazu x € UNV. Dann
gibt es zwei Zahlen €1 > 0 und €2 > 0, so dass K(x,e1) C U und K(z,e2) C V.
Dann folgt aber K (z,min(e1,e2)) C UNV. 7, heifit die von p erzeugte Topologie
auf X.

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifst metrisierbar, falls es eine Metrik p
gibt, so dass 7 = 7, gilt.

Natiirlich ist nicht jeder topologische Raum metrisierbar. Ein Beispiel hierfiir ist die
antidiskrete Topologie 7 := {0, X}, wobei X mindestens zwei Elemente enthilt. Ange-
nommen, eine 7 erzeugende Metrik p wiirde existieren. Fiir zwei verschiedene Punkte
z,y € X ist dann 0 < p(z,y) =: €. Dann ist y € K(z, §). Es gibt also eine weitere von
X und  verschiedene offene Menge K (x, 5). Somit ist (X, {0, X'}) nicht metrisierbar.

Die diskrete Topologie 7 := P(X) wird durch die diskrete Metrik pg induziert:

pi: XxX — R
_ 0 ,z=y
pd(l',y) O {1 ,a:;éy

Da fiir diese Metrik {z} = K(z,1) gilt, ist jede einpunktige Menge offen. Aus (7'2) folgt
dann 7,, = P(X).

Die metrischen Raume bilden eine echte Teilmenge der Menge der topologischen Rdume.
Spater wird bewiesen, dass jede differenzierbare Mannigfaltigkeit metrisierbar ist.

Beispiel 1.2. Weitere Beispiele fiir Topologien.
1. Die auf Teilmengen induzierte Topologie

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X. Wir betrachten
das Mengensystem
TA:={UNA|Ue€er}

T4 heiftt die auf A induzierte Topologie. 74 ist tatsdchlich eine Topologie, denn:




1.1 Definition und Beispiele 9

e )=0NAund A=XnNA,dh X und 0 sind in 74.

e Sei {Vi},.; eine Familie von Mengen mit V; € 74, so existiert fiir jedes 7 ein
U; € 7, sodass V; = U; N A. Daraus folgt dann

Uvi=Jwina) =(Ju)naera.
icl i€l el

——

=Uer

o Fiir V1,V5 € 74 gilt V; = U; N A wobei U; € 7 und i € {1,2} . Daraus folgt
VinVo=UNA)NU2NA)= (U NU)NAE T4
N—_——
=Uer

2. Die Produkttopologie

Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Radume. Wir betrachten das folgende Men-
gensystem auf X x Y:

TXXY ‘= {44 Cc X x }f|14 =:L~J‘Q xU;; Vierx, U; € Ty'}
i€l

Tx xy heifit die von 7x und 7y induzierte Produkttopologie. Die Topologie-Eigenschaften
folgen aus den Vertauschungsregeln fiir x, U und N.

3. Die Faktortopologie

Seien (X, 7) ein topologischer Raum, Y eine Menge und f : X — Y eine surjektive
Abbildung. Wir betrachten das folgende Mengensystem auf Y’

ri={ACY| A e T}

77 ist eine Topologie auf Y - die durch f induzierte Faktortopologie.
Verifizieren der Topologieeigenschaften:
e perp denn f71(0):=0€T.
e Yersdenn fTH(Y)=X e
e Sei U; € 7y fiir 1 € I, so folgt aus
-1 -1
Uy =Ug W er

el el cr

auch (J,c; U; € 75.
e Fiir Uy, U; € 7y folgt aus
SNy = U N fH(U2) e T
——

~——
€T €T

auch Uy NU; € 7y.
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Faktortopologien werden insbesondere auf Mengen von Aquivalenzklassen betrach-
tet. Wir erinnern an die Definition einer Aquivalenzrelation: Sei X eine Menge und
R C X x X eine Menge von Paaren. Wir schreiben kurz x ~ y falls (z,y) € R. R
bzw. ~ ist eine Aquivalenzrelation, falls gilt:

e Reflexivitit Vo € X : z ~ x.
e SymmetrieVe,ye X: .~y — y~ .
e Transitivitdt Va,y,z2€ X : x~y N y~z = x ~ 2.
Fiir # € X ist [z] := {y € X |z ~y} die durch z definierte Aquivalenzklasse.

X /o = {[z] | * € X} ist die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. ~. Die Projektion
auf die Aquivalenzklassen ist:

Wir versehen eine solche Menge von Aquivalenzklassen X /. immer mit der durch
m induzierten Faktortopologie.

Nun wollen wir noch einige konkrete Beispiele angeben.

Beispiel 1.3. Wichtige Beispiele fiur topologische Rdume

1. Der Euklidische Vektorraum R"

R™ sei immer mit der von der Euklidischen Metrik induzierten Topologie versehen

p(x,y) = ||z —yl| =

2. Die Sphire S"

Die Sphire im R"*! vom Radius r
Sy = {m e Rt | ||lz]| = r}

sei immer mit der induzierten Topologie des R" ! versehen. S™ := ST sei die Sphiire
vom Radius 1.

. Der n-dimensionale Torus T"

Der n-dimensionale Torus T" := S' x -+ x S' € R?" sei immer mit der Produkt-
~——_——

n mal
topologie versehen. Den 2-dimensionalen Torus 72 kénnen wir bijektiv auf einen

Rotationstorus 72 im R3 abbilden:
T?% := {((2 + cosv) cos u, (2+ cosv)sinu, sinv) | u,v € R}
Die Abbildung ¢ : T? — T2 ist gegeben durch

o((e™,e™)) = ((2 + cosv) cosu, (24 cosv)sinu, sinwv).
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4. Der reell-projektive Raum RP"

Wir betrachten die S™ mit der Aquivalenzrelation V z,y € S" 1z ~y <= 1z =
+y.
RP" := 8" /.

ist der n-dimensionale reell-projektive Raum versehen mit der Faktortopologie.

T s* — RP"
= (20,21,...,Zpn) +— [x]=[ro:x1:...:2y]

5. Der komplex-projektive Raum CP"
Wir betrachten die

g2+l — {g = (20,.-.,2n) € crtl | |Zo|2+““|‘ |Zn|2 = 1}

mit der Aquivalenzrelation V z,w € Sl .z ~w <= IN€C: [N =1 A z=
Aw.
CP" .= 52n+l /N

ist der n-dimensionale komplex-projektive Raum versehen mit der Faktortopologie.

T S+l Ccpn
z2=1(20,21,---,2n) = [z]=lz0:21:...: 2]

6. Der quaternionisch-projektive Raum HP"

H ist der Schiefkérper der Quaternionen.

H ~ C? ~ R4
q=1x0+ 10+ x2j + 23k — (0 + 210, T2+ 231) — (20, T1, T2, T3)

Wobei 2 = j2 =k?=—-1lund i-j = k. § := 29 — 15 — x2j — x3k und damit
lq|? := q - §. Wir betrachten

Giant3 — {g:=(q0,-- - an) € H | |gol® + -+ + |gu|* = 1}
mit der Aquivalenzrelation
Vg,g€S4n+3:g~g = JpeH: =1 A q=pz

HP™ := §4n+3 /

ist der n-dimensionale quaternionisch-projektive Raum versehen mit der Faktorto-
pologie.
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7. Das Mobiusband (Mob)
Wir betrachten @Q = [0,1] x [0,1] C R? mit der Relation

. (z,y) = (2,w) oder
(z,y) ~ (z,w) = { {a’;’i} ={0,1} und y+w=1

dann ist Méb = Q /~

8. Der Torus 7?2, die Kleinsche Flasche K? und der RP?

Q Zylinder Torus T?
Q Mob K?
Q Mob RP?

Jede zweidimensionale, kompakte und zusammenhingende M? (ohne Rand) setzt sich
aus S2, 7%, RP? und K2 zusammen. ~ algebraische Topologie)

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.

e Eine Teilmenge U C X heifst Umgebung von 2 € X (Bezeichnung U(x)), falls z €
Uund U €.
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e Sei A C X. Ein Punkt x € A heifit innerer Punkt von A, falls es eine Umgebung
U(z) C A gibt.

e Eine Teilmenge A C X heilt abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

e int(A) :={x € A | x ist innerer Punkt von A} heift Inneres von A.

e cl(A):= X \int(X \ A) heifst Abschluss von A.

e JA:= X\ (int AUint(X \ A)) heist Rand von A.

Satz 1.4. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, A C X. Dann gilt
1. int(A)= U U, d.h. int(A) ist die grofite offene Menge, die in A liegt.
UCA
U offen

2. cl(A) = N F, d.h. cl(A) ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A

ACF
F' abgeschlossen

enthdlt. Jede Umgebung von x schneidet A.

3. 0A = cl(A) \ int(A). Dariber hinaus ist x € 0A g.d.w. jede Umgebung von x
schneidet sich mit A und mit X \ A.

Der Beweis lduft genauso wie fiir metrische Réaume.

Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen. f heifst offen (bzw.
abgeschlossen), falls gilt: Ist U C X offen (bzw. abgeschlossen), so ist auch f(U) C Y
offen (bzw. abgeschlossen).

1.2 Topologische Raume mit abzihlbarer Basis
Definition. Eine Menge heifse hier abzdhlbar, wenn es eine Injektion von der Menge in
die natiirlichen Zahlen gibt, d.h. wenn sie endlich oder abz&hlbar unendlich ist.

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. 8 C 7 heifst Basis von (X, 7), falls jede
nicht leere, offene Menge die Vereinigung von Mengen aus [ ist.

Beispiel 1.5. Basen von topologischen Raumen

1. Sei (X, p) ein metrischer Raum. Dann ist
B:={K(z,e)={ye X |px,y) <c} |zeX, ccR"}

eine Basis von (X, 7,).

2. Eine Basis der Produkttopologie (X X Y, 7xxy) ist gegeben durch
B:={UxV|UC X offen, V C Y offen}.

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifst topologischer Raum mit abzahlbarer Basis
(erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom), falls es eine Basis § von 7 mit abzéhlbar vielen
Elementen gibt.
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Wie hingen die metrischen Raume mit den topologischen Raumen mit abzéhlbarer Basis
zusammen?

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit separabel, falls es eine abzéhlbare,
dichte Teilmenge A C X gibt (d.h. cl(4) = X).

Bemerkung. Hat (X, 7) eine abzihlbare Basis , so ist (X, 7) separabel. (UA)

Satz 1.6. Die Menge der metrischen Rdume, die auch topologische Raume mait abzdihl-
barer Basis sind, ist gleich der Menge der separablen metrischen Rdume.

{metrische Raume} N {top. Riume mit abzdhlbarer Basis}
= {separable metrische Riume}

Den Beweis dieses Satzes iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Beispiel 1.7. Abzdhlbare- und nicht abzdhlbare Basen
1. R": B={K(z,e) |z €Q" € QT'} ist eine abzihlbare Basis.
2. Sorgenfrey-Linie

In R betrachte man die Mengen 3 = {[a,b) | — o0 < a < b < co}. Dies ist eine
Basis von

TSorg == {0} U{U C R | U ist Vereinigung halboffener Intervalle}

(R, Tsorg) ist nicht metrisierbar und hat keine abzéhlbare Basis.

3. (R,P(R)) ist metrisierbar (diskrete Metrik) und hat keine abzihlbare Basis (denn
jede einelementige Menge ist offen).

4. (R,7 = {0,R}) ist nicht metrisierbar und hat eine abzéhlbare Basis.

Satz 1.8. Es gqilt

1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzahlbarer Basis, A C X, dann hat auch
(A,74) eine abzdhlbare Basis.

2. Seien (X,7x), (Y,7y) topologische Riume mit abzdihlbaren Basen, dann hat auch
(X XY, 7xxy) eine abzihlbare Basis.

3. Habe (X, T) eine abzdhlbare Basis und sei f : X — Y surjektiv und offen bzgl. 7y,
dann hat (Y,7s) eine abzihlbare Basis.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Sei Bx = {U;,Us,...} eine abzihlbare Basis von X.

Ba = {UlmA,UgﬂA,...}CTA
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Behauptung: B4 ist eine Basis von 74.
Sei V' C A offen, V # (). Dann gilt

JU er:V=UnNA.

Da /3 eine Basis von (X, 7) ist, gilt: U = ;7o Ui- und damit

V= (UUi)ﬁA:U(UiﬁA).
el i€l €Ba

2. Sei Bx eine abzéhlbare Basis von (X, 7x) und Sy eine abzihlbare Basis von (Y, 7y).
Dann ist Sxxy :={U xV | U € Bx, V € Py} eine abzihlbare Basis von X x Y.

3. Sei fx eine abzdhlbare Basis von (X, 7). Da f offenist, gilt 7 D B¢ := {f(U) | U € Bx}.
B¢ ist abzéhlbar und eine Basis von 7¢, denn aus V' € 75 mit V # ( folgt
f71(V) € 7, dh. es ex. eine Familie {U;},.; C Bx mit f~H(V) = J;c; Ui- Da-
mit ist ‘

FUt vy =V = J )
A~
el

G,Bf

und 8y eine Basis von 7y.

Beispiel 1.9. Topologische Rdaume mit abzdhlbarer Basis

o R™ mit der Euklidischen Topologie, S™ mit der induzierten Topologie und T™ mit
der Produkttopologie haben nach Satz 1.8 abzéhlbare Basen.

e RP™ und CP" haben nach Satz 1.8 abzdhlbare Basen, da die Projektionen offen
sind (UA).
e Das Mobiusband und die Kleinsche Flasche haben abzidhlbare Basen.

Bemerkung. Im Allgemeinen iibertrigt sich bei der Faktortopologie die abzéihlbare
Basis nicht: gegeben sei R mit der Standardtopologie.

r~y = (r=y V z,y €Z)

dann hat R /. keine abzéhlbare Basis.

Eigenschaften von Riumen mit abzihlbarer Basis

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und (z,)nen eine Folge in X. (2, )nen
konvergiert gegen z € X (kurz x, — = oder lim,, ., x,, = z), falls fiir jede Umgebung
W (z) ein ng € N existiert mit =, € W(x) fiir alle n > ny.

Lemma 1.10. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis und sei x € X.
Dann existiert eine Folge von Umgebungen {Vy,}, oy von x mit den folgenden Eigenschaf-
ten:
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1. Vg1 C Vy, fiir alle n.
2. Ist W eine beliebige Umgebung von x, dann existiert ein ng € N, sodass V,, C W.

3. Sei {xp} so, dass x,, € V,, fiir alle n, dann konvergiert x,, gegen x.

Beweis. Sei [ eine abzihlbare Basis von (X, 7) und B(z) := {U € g | = € U}. Dann ist
B(z) = {Uy,Us,...} abzahlbar und

ist eine Umgebung fiir . Nun zu den einzelnen Punkten:
1. Dies ist nach Definition erfiillt.
2. Sei W(z) eine beliebige Umgebung von . Dann gilt: W (z) = J,c; U; mit U; € B.

Da z € W(z) gilt, existiert ein Index ip mit B(x) 3> U;, = Uy, fiir ein ny € N.

Damit ist
no

Voo () = (Ui C Upy = Uiy C W(a).
=0
3. Sei x, € Vp(x) beliebig gewdhlt, n € N, z.z. z, — x. Sei W(z) eine beliebige
Umgebung von z. Dann existiert ein ng € N mit V,,,(z) C W(z), sodass x,, €
Vo(z) C Vpo(z) € W(x) fiir alle n > ng. Daraus folgt aber die Konvergenz von
{x,} gegen x.
O

Bemerkung. Lemma 1.10 gilt fiir Raume mit abzdhlbarer Umgebungsbasis (1. Abzahl-
barkeitsaxiom).

Definition. Eine Umgebungsbasis fiir (X,7) von x € X ist ein Mengensystem 3, C 7
mit x € U fiir alle U € 8, . Dariiber hinaus existiert fiir jede Umgebung W (z) € 7 ein
U € By mit U C W(z).
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Satz 1.11. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann gilt:
1. Seien A C X und (zp)nen eine Folge in A mit x,, — x € X. Dann gilt x € cl(A).

2. Habe (X,T) eine abzdhlbare Basis und sei A C X. Dann gilt: ist x € cl(A), so
ezistiert eine Folge (xy)nen in A mit x, — .

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Sei (xy)nen eine Folge in A mit z,, — x € X. Nach Satz 1.4 gilt:

cl(A) = ﬂ F
DA
F abg.

Damit muss z in jeder abgeschlossene Menge F' liegen, welche A enthélt. Ange-
nommen es existiert eine abgeschlossene Menge Fj mit A C Fy und = € Fy. Dann
ist X\ Fp eine offene Umgebung von = und =, € X \ Fy bzw. z, &€ Fy und =, ¢ A
fiir alle n > ng. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

2. Sei z € cl(A). Sei (V,(x)) eine Folge von schrumpfenden Mengen (aus Lemma
1.10). Nach Satz 1.4 gilt V,,(x) N A # 0 fir alle n € N. Man wiéhle nun fiir jedes n
ein beliebiges x,, € V,(x). Nach Lemma 1.10 gilt dann x,, — x.

O

Folgerung. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis und A C X eine
beliebige Teilmenge. Dann ist A genau dann abgeschlossen wenn jeder Grenzwert einer
konvergenten Folge aus A bereits in A liegt.

Beweis. (=): (gilt in jedem topologischen Raum). Sei A abgeschlossen, d.h. A = ¢l A.
Mit Satz 1.11 (1) folgt die Behauptung.

(<) Sei x € cl A. Nach Satz 1.11 (2) existiert eine Folge (z,,)nen in A mit x,, — z. Dann
ist nach Voraussetzung z € A und demnach also ¢l A = A. O

Beispiel 1.12. Ein Gegenbeispiel fiir Satz 1.11 (2)
Sei X = R und 74, := {R\ A | A ist abzihlbar} U {(}. Dann ist (R, 74.) ein topologi-
scher Raum (UA). Dieser hat die folgenden Eigenschaften:

1. A C R ist abgeschlossen bzgl. 74, < A abzdhlbar oder A = R

2. Sei B C R, dann gilt

R , falls B iiberabzahlbar
cl(B) = { B | sonst

3. Sei (p)nen eine Folge in (R, 74,) , dann gilt
T, > €RE x, =2Vn > nyg,

denn U(z) := R\ {z, | z, # z} ist eine offene Umgebung von z, und mit =, — x
gibt es ein ng € N sodass x,, € U(x) fiir alle m > ng. Insbesondere ist damit
T = T.
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Man betrachte nun die Menge A = (0,1) C R. Diese ist weder offen noch abgeschlossen
und nach 2. gilt c¢l(A) = R. Aufgrund der Eigenschaft 3 konvergiert keine Folge aus A
gegen einen Punkt in c/(A)\A C cl(A). Nach Satz 1.11 (2) kann (R, 74,) damit keine
abzdhlbare Basis besitzen.

1.3 Stetige Abbildungen und Hom6omorphismen

Definition. Seien X und Y topologische Riume.

e Eine Abbildung f : X — Y heifit folgenstetig, falls gilt: wenn z, — z in X
konvergiert, so konvergiert f(x,) — f(z) in Y.

e Eine Abbildung f : X — Y heiftt stetig, falls die Urbilder offener Mengen offen
sind, d.h. ist U C Y offen, so ist f~1(U) C X offen.

Beispiel 1.13. Sei (X,7) ein topologischer Raum, f : X — Y surjektiv. Dann ist
[ (X, 1) = (Y, 7y) stetig. 7 ist die feinste Topologie mit dieser Eigenschaft.

Bemerkung. Folgende Aussagen sind dquivalent:

. f X =Y ist stetig.

. Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

flcl(A)) Cc(f(A) VACX.

4. Sei By eine Basis der Topologie von Y. Dann ist das Urbild von B € Sy in X offen,
fiir alle B € By.

5. Fiir alle x € X und jede Menge B € fy mit f(z) € B existiert eine Umgebung

V(z) von z mit f(V(x)) C B.

W N o=

Satz 1.14. Seien X,Y topologische Rdume.
1. Ist f : X =Y stetig, so ist f folgenstetig.

2. Ist X ein Raum mit abzihlbarer Basis (es reicht abzahlbare Umgebungsbasis), dann
ist jede folgenstetige Abbildung f : X — Y stetig.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Sei f stetig. Z.z. Ist {z,},cy eine Folge in X mit z, — z, so gilt f(z,) — f(x).
Sei U(f(z)) eine beliebige Umgebung von f(x). Da f stetig ist, ist

FHU(f() € X
eine offene Umgebung von z € X. Dann gilt z,, € f~1(U) fiir alle n > ng. Damit
ist f(x,) € f(f71(U)) C U fiir alle n > ng und {f(z,)}, € N konvergiert gegen
f(z).
2. X habe eine abzdhlbare Basis und f : X — Y sei folgenstetig.

Annahme: f ist nicht stetig. D.h. es existiert ein £ € X und eine Umgebung
U(f(x)), so dass fiir alle Umgebungen V(z) gilt: f(V(z)) € U . Sei (V,(z))nen
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die schrumpfende Familie von Umgebungen aus Lemma 1.10. Dann existiert fiir
jedes n € N ein z,, € Vj,(x) mit f(zy,) ¢ U.

‘/71,+1

Mit Lemma 1.10 gilt also x, — x und f(z,) - f(z). Dies ist ein Widerspruch zu
der Voraussetzung, dass f folgenstetig ist.

O

Beispiel 1.15. Folgenstetig impliziert i.A. keine Stetigkeit!

Seien X = (R,7y,), wobei 74, = {R\ A | A abzéhlbar} U {0}. Sei dariiber hinaus
Y := (R, 7).|) die reellen Zahlen mit der euklidischen Topologie, Id : X — Y die identische
Abbildung. Jede Abbildung f: X — Y ist folgenstetig, denn aus

Ty >TSS T, =2VNn>ng.

folgt

f(wn) = f(l‘)v n > ng, bzw. f(wn) - f(x)
Die Abbildung Id : X — Y ist aber nicht stetig, denn U := (0,1) C Y ist offen in der
euklidischen Topologie, aber Id~*(U) = U C X ist nicht offen bzgl. 7...

Satz 1.16. Es gilt
1. Seten f: X — Y und h: Y — Z stetig. Dann ist auch

hof: X —Z7

stetig.
2. Ist f: X — Y stetig und A C X, so ist auch f|a: (A, Ta) — Y stetig.

3. Seine X undY topologische Riume und X XY mat der Produkttopologie versehen.

Dann gilt:
px: XxY — X
(z,y) = @

py: XxY — Y
(T,y) = y
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sind stetig. Fine Abbildung f : Z — X X Y ist stetig genau dann, wenn px o f
und py o f stetig sind.

4. Seien X und Z topologische Rdume und f : X — Y surjektiv. Eine Abbildung
g: (Y, 75) — Z ist genau dann stetig, wenn go f: X — Z stetig ist

Beweis. zu 4.7 = 7. Sei g stetig. Da f : X — (Y, 7y) stetig ist, folgt, dass
gof: X —Z7

stetig ist.
" &7 Seigof: X — Z stetigund U C Z offen. Dann ist (go f)~1(U) C X offen.

= fHg N U))=(go f)"1(U) C X ist offen.
= g Y (U) CcY ist offen in der Faktortopologie.
= g ist stetig.

O

Eine Abbildung f : X — Y heift Hom6omorphismus, falls f bijektiv ist und f und
! stetig sind. Zwei topologische Riume X und Y heifen homdomorph, falls es einen
Homdomorphismus f : X — Y gibt. Zwei Teilmengen A C X und B C Y heifen
hom&omorph, falls (A,74) und (B, 7p) homéomorph sind.

Bemerkungen:

e Man unterscheidet homdomorphe topologische Rédume nicht, da sie die gleichen
topologischen Eigenschaften haben.

e Sei f: X — Y bijektiv und stetig. Dann gilt:

f ist ein Hom6omorphismus
<= fist offen (bzw. abgeschlossen)
<= weitere Kriterien spéter

Beispiel 1.17. Beispiele fiir Homéomorphismen
1. Die Stereographische Projektion
S™\ {(1,0,...,0)} ist hom6omorph zu R™. Sei

enp S"N\{(0,0,...,0,1)} — R" = {2z e R""! | 2,41 =0},

wobei ¢, () der Schnittpunkt der Geraden durch den Nordpol (0,0,...,0,1) und
z mit der Hyperebene

R" = {z € R""' | 41 =0} C R"!

ist.



1.3 Stetige Abbildungen und Homd&omorphismen 21

@y p ist ein Homdomorphismus, denn

Pyp () = SONP((:L‘L s Tpg1)) = (1_22_‘_1’ 1_21_‘_1 Yo 1_Zz+1
oar @) = o () = e (2un 202, 20, P - 1)
(lyll* = yi + - +v3)
Also sind ¢, und gp;; stetig.
2. Der RP™ als Quotient der S”

RP" ist homéomorph zur Menge aller Geraden durch 0 im R™*! mit der folgenden
Topologie:
X =R"™\{0}, 2~y == INER: z=)\y.

X/ ist die Menge aller Geraden im R™ ™! durch 0 versehen mit der Faktortopologie.

RP" =S/, — X/.
[z] — L(x)=R-x

Dies ist ein Hom&omorphismus.
3. Der CP" als Quotient der S?"+!

CP" ist homdomorph zur Menge aller komplexen Geraden durch 0 in C**1,

Y =C"\ {0}, z~w <= IN€C: z=)w.

Y/ ist die Menge aller komplexen Geraden in C"*! durch 0 versehen mit der
Faktortopologie.
CpPr=98tl) . — Y/,
[2] — Lc(z)=C-z

Dies ist ein Hom&omorphismus.
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Informationen.

1. Satz diber die Invarianz der Dimension
Sei R™ homéomorph zu R™ (beide versehen mit der euklidischen Topologie). Dann
gilt n = m.

2. Satz iber die Invarianz des Gebietes
Seien U,V C R™ homéomorphe Teilmengen. Dann gilt: U ist offen (zusammenhén-
gend) <= V ist offen (zusammenhéngend).

1.4 Hausdorff-Rdume (7, - Rdume)

Definition. Ein topologischer Raum X heift Hausdorff-Raum (7%-Raum), falls es zu
jedem Paar verschiedener Punkte z,y € X offene Umgebungen U(z) und V (y) gibt, die
sich nicht schneiden.

Beispiel 1.18. Bezispiele fiir Hausdorff-Rdume

1. Metrische Riume sind T5-Raume.
Sei (X, p) ein metrischer Raum, z,y € X mit x # y. Dann gilt p(x,y) =: ¢ > 0.

Dann ist K(z, )N K(y,5) = 0.

2. Nicht jeder T-Raum ist metrisierbar: (R, 7sorg) Sorgenfrey-Linie'

B={la,b)| —c0c<a<b< oo}

ist eine Basis von Tyopg. (R’T.Sorg) ist T5, hat aber keine abziahlbare Basis und ist
nicht metrisierbar. (Beweis: UA)

3. (X, 7 ={X,0}) ist nicht T3, hat aber eine abzéhlbare Basis.

4. (R, 7ap,) ist nicht T5 und hat keine abzéhlbare Basis. Es gilt sogar, dass sich alle
offenen Mengen schneiden, denn seien X7, Xy € 74, \ {0}, so gibt es abzdhlbare
Teilmengen A, A2 C R mit X3 = R\ A;, Xo =R\ Ay und es gilt: X1 N X, =
R\ A N(R\ A2) =R\ (A3 U Ay ) #0.

abzdhlbar

siehe auch Bsp. 1.7 auf Seite 14
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Elementare Folgerungen.

1. In einem T5-Raum sind alle einelementigen Mengen abgeschlossen.

Beweis. Seix € X.Z.z. X\{z} ist offen. Sei y € X\{x}, d.h. z # y. Dann existieren
Umgebungen U(x), V(y) mit U(z) NV (y) = 0 . Demnach ist V(y) € X \ {z} und
somit X \ {z} offen und {x} abgeschlossen.(Bemerkung: Wir haben nur die T}-
Eigenschaft benutzt: mit x # y existiert eine Umgebung V(y) mit z € V(y).) O

2. Sei X ein To-Raum. Dann ist der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeutig
bestimmid.

Beweis. Angenommen es gibt eine Folge {x,}, cy mit
Tp — xund z, > Y, T F Y.

Da X T ist, gibt es Umgebungen U(z),V (y) mit U(z) NV (y) = 0. Da (z,)nen
gegen x und y konvergiert, gibt es ein ng € N mit

xn € U(x), x, € V(y) ¥V n > ng.

Das ist ein Widerspruch zu U(z) NV (y) = 0. O

Bemerkung. Im Allgemeinen ist der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig, z.B. kon-
vergiert in (X, 7 = {X,0}) jede Folge gegen jeden Punkt.
Satz 1.19. Es gilt:

1. Seien f,h: X — Y stetige Abbildungen und Y ein To-Raum. Dann ist {x € X| f(z) = h(x)} C
X abgeschlossen.

2. Sei X ein To-Raum, A C X. Dann ist auch (A, 7|a) ein To-Raum.

3. Seien X und Y Th-Rdaume, so ist auch X XY wersehen mit der Produkttopologie
ewmn To-Raum.

4. Sei X ein beliebiger topologischer Raum, f: X — (Y, 7s) surjektiv und offen und
sei

D={(z,y) € X x X| f(@) = ()} € X x X

abgeschlossen. Dann ist (Y, 7¢) ein Ty-Raum.



24 1 Topologische Rdume

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Esist zu zeigen: A := {z € X| f(x) # h(x)} C X ist offen.
Sei x € A. Da Y ein T5-Raum ist, existieren offene Umgebungen U(f(x)) und
V(h(x)) mit

U(f () NV (h(z)) = 0.

Da f und h stetig sind, ist W := f~1({U) N h~ (V) C X offen und z € W. Es gilt
W C A, denn sei z € W, so folgt f(z) € U und h(z) € V.
Da aber U NV =0, muss f(z) # h(z) sein und somit z € A. Also ist A offen und
X\A={x e X | f(x) = h(x)} abgeschlossen.

2. Sei (X, 7) ein Tp-Raum, A C X. Seien z,y € A,z # y. Da X T ist, existieren
offene Mengen U(z) C X und V(y) C X mit U(z) NV (y) = 0.

Dann gilt:
(U@)NA)N(V(y)nA)=10
N—— N——
offen in 74 offen in 74

3. Seien (z,y), (z,w) € X x X verschieden. O.B.d.A. x # z.
Da X ein Tp-Raum ist, existieren offene Umgebungen U(x), V (z) mit U(x)NV (z) =
(). Damit ist
UE)xY)N(V(z)xY)=10

und U(x) x Y ist eine offene Umgebung von (z,y) € X x Y und V(z) x Y ist eine
offene Umgebung von (z,w) € X x Y.

(z,w)
(z.y)
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4. f: X — Y ist surjektiv.

Seien also f(z), f(z) € Y zwei beliebige, verschiedene Punkte von Y. Wir suchen
Umgebungen beziiglich der Faktortopologie, die f(x) und f(z) trennen. Da f(z) #
f(2) gilt, ist (z,2) kein Element von D. Da D abgeschlossen ist, ist (X x X) \ D
offen. Folglich existiert eine Umgebung

Ul)xV(z) c (X xX)\D
von (z,z), wobei U(z) und V(z) in X offen sind, und es gilt
U(x)NV(z)=0.

Da f: X — (Y, 7y) eine offene Abbildung ist, gilt f(U), f(V) C Y sind offen bzgl.
7¢. Weiter gilt: f(z) € f(U), f(2) € f(V)und f( )Nf(V) =0, denn angenommen,
y € f(U)N f(V), so existieren ein u € U und ein v € V mit f(u) =y = f(v).
Dann gilt aber (u,v) € D und (u,v) € U x V. Dies widerspricht der Wahl von
UxV cC(XxX)\D.

O

Beispiel 1.20. Hausdorff-Rdume und nicht- Hausdorff- Riume

e R” S™ T RP™ und CP" sind nach Satz 1.19 T5-R&ume. Durch direktes Ausrech-
nen likt sich beweisen, dass auch Mob und K? Th-Réume sind.

e Der folgende Faktorraum ist nicht 75:
X=Rx{0)UMRx{1}) =R x {0,1} c R?

mit der Topologie, die von fx = {U x {0},V x {1} | U,V in R offen} erzeugt
wird.Auf X fithren wir eine Aquivalenzrelation ein, die die beiden Geraden fiir
x < 0 “verklebt”.

rT=1vy, s=1 fir x > 0,
x=uy, s,t €{0,1} firx <D0.

@)~ rs) = {

(0,1)

-« 0000
— 0

-« 000000

(0,0)

In X/~ ist der Grenzwert einer Folge (z,,,yn)nen mit z, — 0 nicht eindeutig. X/~ ist
also nicht T5. X/ hat eine abzdhlbare Basis.



26 1 Topologische Rdume

1.5 Kompakte und folgenkompakte topologische Riume

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X. A heift kompakt, falls es zu
jeder offenen Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung gibt, d.h.

AcC U Uy, U, offen
acl
= Jai,...apnel: ACU Uy-

A heifst folgenkompakt, falls jede Folge {x,}, .y von Punkten aus A eine in A konvergente
Teilfolge enthalt.

Bemerkung. Es gilt: A C R” ist kompakt, g.d.w.. A ist abgeschlossen und beschrénkt.
(Satz von Heine-Borel)

Satz 1.21. 1. Sei X ein To-Raum, A C X kompakt. Dann ist A ist abgeschlossen.
2. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten topologischen Raumes ist kompakt.
3. Sei f: X =Y stetig, A C X kompakt, so ist auch f(A) kompakt.
4. Seien X, Y kompakte topologische Rdaume, dann ist auch X XY kompakt.

5. Sei X ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Dann gilt:

X ist kompakt < X ist folgenkompakt

(Fir “=" ist das erste Abzdhlbarkeitsaxiom notig und fir “<=" das zweite.)

Bemerkungen.

e Es existieren kompakte topologische Raume, die nicht folgenkompakt sind.

e Es existieren folgenkompakte topologische Rdume, die nicht kompakt sind.

Beweis. Die Beweise von 1.) - 4.) laufen genauso wie fiir metrische Réume. Es wird
lediglich Fiinftens bewiesen:

o [st X kompakt, dann ist X auch folgenkompakt.

Sei (zp)nen eine beliebige Folge in X. Gesucht ist eine konvergente Teilfolge. Be-
trachte F, = cl{Zm,Tm+1, Tm+2,---}- BEs gilt F4 D F» D F3 D ... und F; ist

o o
abgeschlossen fiir alle i € N. Behauptung (| F,, # 0. Angenommen [\ F,, = 0.
m=1 m=1
Dann folgt

o0

X=X\ Fu= (X \En)

m=1
offen

Da X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung

N N
X = U\ Fa) =X\ () R

i=1
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Damit ist (X, F; = 0 , aber es gilt Y, F; = Frax(my,...my) 7 0 — Widerspruch!
[ee]
Folglich existiert ein € () Fy,,. Nun wihlen wir schrumpfenden Umgebungen

m=1
(Va(x))22; aus Lemma 1.

Da x € el {Tm,Tmy1,--.} = Fp, V' m € N, gilt nach Satz 1.4
Vo(z) Nz, Tmat,-- -} £ 0 Vn,meN.
Also konnen wir die folgende Teilfolge wihlen:

Tn, € Vi(x)N{zy,z9,...}
Tny € Va(x) N {Xn, 41, Tnyt2,-- -}
Tng € Vé(x) N {mnz-i-la Tno+25 -+ }

Die Teilfolge (7y,)jen von (2n)nen konvergiert nach Lemma 1 gegen .
o Ist X folgenkompakt, dann ist X kompakt.

Man kann aus jeder Uberdeckung eine abzihlbare Teiliiberdeckung auswihlen, da
X eine abzéhlbare Basis hat:

X = U U; ,U; offen = Uj; lafst sich als Vereinigung von Basismengen darstellen.

el
Damit ist X = |J Wj wobei die Wy, Basismengen sind. Nun wihlen wir zu
ke KCN
jedem k € K C N ein Ujg,) mit Wy C Uypy.
ke KCN

Man kann aus jeder abzihlbaren Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung aus-
wahlen:
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o0

Sei X = | W; W, C X offen. Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Dann
i=1

existiert zu jedem m € N ein

s

.’L‘mGX\( W])

j=1

(m)men ist eine Folge in X. Da X folgenkompakt ist, existiert eine konvergente
Teilfolge

n
Jj—o0
Tm; — EX:UWi.
i=1

Also existiert ein n € Nmit x € W,,. Dann dig € N Vi > iy z € W, und

m;
T, € U W; ¥ m; > n,m;,
=1

Das ist ein Widerspruch zur Wahl von x,,!

Beispiel 1.22. Beispiele fiir kompakte Rdume
S™.T™ RP™ CP™, Méb und K2 sind laut Satz 1.21 kompakt.

Satz 1.23. Seir f : X — Y stetig und bijektiv, X kompakt und Y Ts. Dann ist f ein
Homdéomorphismus.

Beweis. f ist bijektiv und stetig. Es geniigt zu zeigen, dass f abgeschlossen ist. Sei
A C X eine beliebige abgeschlossene Teilmenge. Da X kompakt ist, ist auch A kom-
pakt und damit auch f(A), weil f stetig ist. In einem T»-Raum ist aber nach Satz 1.21
jede kompakte Menge auch abgeschlossen. Also ist f(A) abgeschlossen und somit f ein
Homoomorphismus. O

Man kann jeden topologischen Raum durch Hinzufiigen eines zusétzlichen Punktes kom-
paktifizieren.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Sei weiterhin oo ein zusétzlicher Punkt mit oo & X .
Dann ist

Xoo = X U{oo} und
Too = TU{(X\A)U{oo}|AC X abgeschlossen und kompakt}

Satz 1.24. Es gilt:
1. (X0, Too) ist ein topologischer Raum.
2. (Xoos Too) ist kompakt.
3. 7 ist die von Xo auf X induzierte Topologie, d.h. 7o |x=T
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4. X C X ist eine dichte Teilmenge genau dann, wenn X nicht kompakt ist.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:
1. Ubungsaufgabe.

2. Sei Xoo = U Ui mit U; € 7. Dann existiert ein ig € I mit oo € Uj,. Nach
Definition von 74 gilt U;, = (X\A)U{oco} wobei A C X kompakt und abgeschlossen
in X ist. Da A kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung von A C U;, U
LU, ij € I. Somit ist

in

X C U; UUZ'IU...UU'
—_——

=(X\A)U{oo} A

3. Sei U € 7 |x fixiert. Dann existiert ein O € 7,omit U = X N O. Ist O € 7,
so folgt U € 7. Anderenfalls existiert eine abgeschlossene und kompakte Menge
A € 7,s0dass O = (X \ A) U {oo}. Die Menge O = X\ A ist offen in X und mit
U=0NX=0nX folgt U € 7.

Sei andererseits U € 7 fixiert. Aus 7 C 7oo und U C X folgt U € 7o und XNU = U,
bzw. U € 7o | x.

4. Da X, die einzige Menge ist, die echt iiber X liegt, gilt:

X dicht in Xoo : &l X = X
< X Cey X & X ist nicht abgeschlossen.

Aufserdem gilt aber:

X abgeschlossen in 7o, < {00} = {0} U (X \ X) € 7o
: < X kompakt (in X) (denn X ist stets abgeschlossen in X).

O

Definition. (X, 7o) heifst 1-Punkt-Kompaktifizierung von X. oo heiftt unendlich ferner
Punkt.

Beispiel 1.25. Beispiele fiir 1-Punkt-Kompaktifizierungen.
1. 8" =2 RY
2. S22 CP'~C,
3. ST RPT >R,

Wobei “=” homo6omorph meint.
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/AN

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit lokal-kompakt, falls es zu jedem z € X
eine Umgebung U(z) € 7 gibt mit ¢/ U(z) ist kompakt.

Bemerkungen.
o (Xoo,Too) ist ein Th-Raum, g.d.w. (X, 7) ein lokal-kompakter 7o — Raum ist.

o (Xoo,Too) besitzt eine abzihlbare Basis, wenn (X, 7) ein lokal-kompakter Raum
mit abzdhlbarer Basis ist.

Beispiel 1.26. Beispiele fiir lokal-kompakte Rdume
1. X ist kompakt, dann ist X auch lokal-kompakt.
2. Der euklidische Raum R"™ ist lokal-kompakt, aber nicht kompakt.
3. (R, Tap2) ist nicht lokal-kompakt 2.

Tab: = {R \ A | A abzéhlbar} U {0}

Behauptung: R ist weder kompakt noch lokal-kompakt beziiglich 7,p,.

a) Seien A, :={z€Z|z<r},reR.

R = U R\ 4,)
reR
offen

Angenommen, es existiert eine endliche Teiliiberdeckung, dann ist

n n

R=[J®\A,) =R\ ([)A) #R Widerspruch!
=1 =1
#0

Damit ist (R, 745, ) ist nicht kompakt.

%siehe auch Bsp. 1.12 auf Seite 17
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b) Sei x € R. Jede Umgebung von z hat die Form R\ A, wobei A abzéhlbar ist.
Dann ist
cd(R\ A) =R,

da R\ A iiberabzahlbar ist. Also ist ¢l(R \ A) ist nicht-kompakt und damit
(R, Tapz) ist nicht lokal-kompakt.

Wir wollen nun noch beweisen, dass topologische Raume (X, 7) die eine abzihlbare Basis
haben und lokal-kompakt sind, auch parakompakt sind.

Definition. Sei # = {Uy,},; offene Uberdeckung von X. Eine Familie offener Mengen
V = {Vs}4c heikt lokal endliche Verfeinerung von U, falls

1. V ist eine offene Uberdeckung von X, d.h. X = Upen Vs

2. Vist eine Verfeinerung von U, d.h.fiir alle V3 € V existiert ein U, € U mit Vg C Ul,.

3. V ist lokal endlich, d.h. zu jedem z € X existiert eine Umgebung W (x), die sich
nur mit endlich vielen Mengen aus V schneidet.

Ein topologischer Raum heift parakompakt, falls jede offene Uberdeckung eine lokal-
endliche Verfeinerung besitzt.

Satz 1.27. Sei X ein lokal-kompakter, topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Dann
1st X parakompakt. Genauer: Zu jeder offenen Uberdeckung

U= {Ua}ael
existiert eine abzdhlbare lokal-endliche Verfeinerung
V = {Vﬁ}ﬁe[\

mit cl Vg ist kompakt fiir alle Vg € V.
Bemerkung. Dies benutzt man zur Konstruktion einer Zerlegung der 1.

Beweis. In mehreren Schritten.
1. Es ezistiert eine abzdhlbare Basis 8 von X, so dass clU kompakt ist fir alle U € 3.

Sei /3 eine abzéhlbare Basis. Zu jedem x € X wihlen wir eine offene Umgebung
U(z) mit kompaktem Abschluss, das ist moglich, da X lokal-kompakt ist. Die
Menge

g = {(Wep|WcU(z) fireimnzeX}cCp

ist abzéhlbar, da ' abzéhlbar ist. Sei dann
8= {VﬂW\ Ve,@’,We,B"},

so gilt:
a) [ ist abzéhlbar.
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b) (VW) C (W) C c(U(x)) und cl(U(x)) ist kompakt. Damit ist cl(V N

—_——
abgeschlossen
W) kompakt.
c) [ ist eine Basis. Denn sei U C X offen und U = |J Vj sowie
viep
X = UU(az)z U Wi,
reX W;CEB”
dann gilt
v=unx = (JwnclU m
Vjeﬁl Wkeﬁ//
= Jy;nwy)
— ——
]7 66

Somit existiert zu jedem lokal-kompakten topologischen Raum mit abzdhlba-
rer Basis eine abzéhlbare Basis 5 mit ¢/(U) ist kompakt fiir alle U € S.

2. Es existiert eine Folge kompakter Teilmengen (Ap)o, in X mit A, C int Ayq
[e.e]
und X = J A, .

n=1
Sei = {W1, Wa,...} eine abzéhlbare Basis von (X, 7), so dass ¢/ W; kompakt ist
fiir alle ¢ € N. Wir betrachten die kompakten Mengen
n
B, = UClWi n=12...
i=1

[o¢]
Dann gilt: B, C Byy1 Vn € Nund X = |J B,. Wir definieren nun (A, )nen
n=1
induktiv. Ay := (). By ist kompakt und By C Ufil W, ist eine offene Uberdeckung.
Folglich existiert eine endliche Teiliiberdeckung By C W;, U...UW;, . Wir definieren

k
Ay = d(Wi, U UW;,) = | d Wi,
j=1
A; ist kompakt und By C W;, U...UW; Cint(cl(W;, U...UW;,)).
:in;EAl)
Induktionsvoraussetzung: Es existieren kompakte Mengen Aq, ..., Ag so dass

B, UA;_1 CintA; i=1,...,k.

Zur Konstruktion von Apiq1: Byyq U Ay ist kompakt und wird von 8 = {W;}2,
iberdeckt. Dann existiert eine endliche Teiliiberdeckung By 1UA;, C W; U. . .UW;,.
Dann sei

Apyq = Cl(le U...u le)
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Wie beim Induktionsanfang folgt dann, dass Ax; kompakt ist und By U A C
int Apy1. Da X =02 | B, gilt, folgt X = ;2| An.

3. Sei U eine beliebige offene Uberdeckung von X . Wir konstruieren die gesuchte lokal
endliche Verfeinerung V.

Sei wieder 3 die Basis aus Schritt 1 und bezeichne 2/ die folgende Verfeinerung von
U:
U={WcX|WeBud3dUeld WcU}

Dann ist U eine abzihlbare Verfeinerung von U so dass ¢l(W) kompakt ist fiir
alle W € U. Wir miissen aus U noch eine lokal-endliche Verfeinerung machen.
Wir betrachten die Ausschopfung (A,)02; von X durch die kompakten Mengen
aus Schritt 2. A, 41 \ int(A,) ist kompakt, da eine abgeschlossene Teilmenge einer
kompakten Menge kompakt ist. int(Ay,+2) \ An—1 ist offen.

Anss

Es gilt weiter:
Apy1 \int(A,) Cint(Apt2) \ Ap—1.

Sei
Ugm = Uy N (int(Aps2) \ Ap_1), Us €U.

)

Dann ist fiir fixiertes n € N Z/A{n = {Ua,n\ U, € U } eine offene Uberdeckung von

Apt1 \ int(Ay). Da letztere Menge kompakt ist, existieren endlich viele Mengen
Vigs ooy Vg € Uy, die den “Ring” A1 \ int(A4,) iiberdecken.

» Vg,
Fiir
V= {ann |n:172,---7 jnzlv"'HB”}
gilt nun:

a) V ist eine offene Uberdeckung von X, da (A4,) eine Ausschopfung von X ist.

b) V ist eine Verfeinerung von U, da V eine Verfeinerung von U und U eine
Verfeinerung von U ist.

c) cl(Vy,) ist kompakt, da V,,; C U, € U und ¢l U, kompakt ist.
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d) V ist lokal-endlich, denn ist z € X, so existiert ein n € N mit z € A, C
int(Ap41) und int(Ay,41) ist eine offene Umgebung von x, die sich nur mit
endlich vielen Mengen aus V schneidet, ndmlich

{Vi | k<n+25i=1,....p}

1.6 Zusammenhangende und bogenzusammenhangende
Mengen in topologischen Raumen

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifft zusammenhéngend genau dann, wenn
keine offenen, disjunkten, nicht leeren Mengen U,V C X mit X = U UV existieren. Dies
ist dquivalent zu

{U C X : U ist offen und abgeschlossen} = {0, X }.

(X, 7) heift bogenzusammenhéngend genau dann, wenn fiir alle z,y € X eine stetige
Abbildung w : [a,b] C R — X mit w(a) = z, w(b) = y existiert. w heift Weg von x
nach y.

A C X heikt zusammenhéngend (bogenzusammenhingend) genau dann, wenn (A, 74)
zusammenhéngend (bogenzusammenhéngend) ist. D.h. A C X ist zusammenhéngend,
g.d.w. keine offenen Mengen U,V C X existieren, welche die folgenden Eigenschaften
erfiillen:

e ACUUYV,
e AN(UNV)=0,
e ANU #Pund ANV #10.

Beispiel 1.28. Zusammenhdngende und bogenzusammenhdngende Rdume
1. Kugeln im R" sind zusammenhéngend.

2. A C R ist zusammenhéngend, g.d.w. A ist ein Intervall (offen, halboffen, abge-
schlossen).

3. Konvexe Mengen im R" sind bogenzusammenhingend.

4. Die Sorgenfrey-Linie (R, 75or¢)
Eine Basis der Topologie® Tsorg ist: 8 = {[a,b)] — o0 < a < b < oc}.
Behauptung: A ist zusammenhéngend bzgl. Tsorg, g.d.w. A = {z}. D.h. (R, T50rg)
ist total unzusammenhéngend.

Beweis. (<=): Eine einelementige Menge ist nach Definition zusammenhéngend, da
sie nicht in zwei disjunkte Mengen zerlegbar ist.

3siehe auch Bsp. 1.7 auf Seite 14
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(=): Ein Intervall [a,b) ist offen und abgeschlossen, denn:

[a.b) =R\ ( |J a)u |J b.n)

a>neEZ b<n€Z

offen
Sei T' C R zusammenhéngend und x € T. Dann ist U = [z,z + ¢) C R offen fiir
allee > 0und V =R\ [z,2+ z) C R ebenfalls, da [z, 2 +¢) auch abgeschlossen ist.
Es gilt dann U NV = () und damit U NV NT = (. Da T zusammenhingend und

x € TNU ist, muss TNV = () gelten. Daraus folgt dann TN (R \ [z,2+¢€)) =0
fiir alle e > 0, sodass T' C [z,z + ¢) fiir alle e > 0, bzw. T = {z}. O

Satz 1.29. Es gilt

1. Sei f : X — Y stetig, A C X zusammenhangend (bogenzusammenhdangend), so
ist f(A) CY zusammenhdingend (bogenzusammenhdngend).

2. Sei A C X bogenzusammenhdngend, so ist A zusammenhdngend.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Sei f: X — Y stetigund A C X zusammenhdngend. Angenommen f(A) ist nicht
zusammenhingend. Dann existieren offene Mengen U,V C Y mit f(A) CU UV,
f(ANUNV =0, f(A)NU # O und f(A)NV # 0. Damit sind f~4U), f1(V) Cc X
offen, da f stetig ist, und es gilt AN f~1(V)N f~1(U) = 0. Weiter ist A C f~1(U)U
YV, Anf=YU) #0, Anf~1(V) # 0. Also ist A nicht zusammenhéngend. Sei
A bogenzusammenhangend. Dann existiert fiir alle 2,y € A eine stetige Abbildung
w: [a,b] — X mit Im(w) C 4, w(a) =z, und w(b) =y, sodass f ow ein stetiger
von f(x) nach f(y) in f(A) ist.

2. Sei A bogenzusammenhingend. Angenommen A ist nicht zusammenhé&ngend. Dann
existieren disjunkte Mengen U,V C X mit A C (UUV), ANU #0, ANV # 0
und ANUNV =0.Seize ANU und y € ANV. Da A bogenzusammenhingend
ist, existiert eine stetige Abbildung w : [a,b] — A C X mit w(a) = z, w(b) = v.
Da [a,b] C R zusammenhéngend ist, ist auch w([a,b]) C X zusammenhingend.
Es gilt aber z € w([a,b]) NU # 0, y € w([a,b]) NV # 0, w([a,b]) C U UV und
w([a, b)) N (UNV) = 0. Das ist ein Widerspruch.

U

Beispiel 1.30. Bogenzusammenhdngende Rdume

1. R®, S™ T RP™ CP™, Mobiusband und Kleinsche Flasche sind bogenzusammen-
héngend und somit auch zusammenhingend.

2. Nicht jede zusammenhingende Menge ist bogenzusammenhéngend.
Beispiel: “Floh und Kamm”
Sei X ¢ C, X = AU B wobei

A = {i} = Floh B ={[0,1]} U {% +iyly€0,1],n € N} = Kamm
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Dann ist X C C ist zusammenh&ngend aber nicht bogenzusammenhingend.

Satz 1.31. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.
1. Sei A C X zusammenhdangend. Gilt fir B C X A C B C cl A, so ist auch B zu-
sammenhdngend. Insbesondere ist der Abschluss jeder zusammenhdngenden Menge
zusammenhdangend.

2. Seien A; C X,i € I beliebig viele zusammenhdngende Mengen, wobei je zwei dieser
Mengen einen nicht leeren Durchschnitt haben. Dann ist

A:U&

1€l
zusammenhdangend.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Angenommen B ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren offene Mengen U,V C
X mit BCUUV,BNUNV =0, BNU # ( und BNV # (). Da A C B ist, gilt auch
ACUUV und ANUNV = (. Behauptung: A ist auch nicht zusammenhéngend,
also ANU # ) und ANV # (). Angenommen ANU = (). Dann ist A eine Teilmenge
der abgeschlossenen Menge X \ U. Dies impliziert aber auch B C cl(A) € X\U,
bzw. BNU = ().

2. Angenommen A = J A; ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren offene Men-

i€l
gen U,V C Xmit ACUUV, ANU #0, ANV #AQund ANUNV =0.Seii el
beliebig. Dann ist A;, C UUV. Da A;, zusammenhéngend ist, gilt A;, NU = () oder
A;; NV =0 (beides kann nicht gelten, da A;, C UUV). Also ist A;, C UN A oder
A;y C VNA. Da jeweils zwei Mengen A,, A, einen nicht leeren Durchschnitt haben,
gilt entweder A; C UNAV i€ Ioder A; CVNAV i€ I, denn (UNA)N(VNA) = 0.
Damit ist
A=|JAicUNAoder ACVNA.
el
Das ist Widerspruch zur Voraussetzung: U N A # () und ANV # (.

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, 2 € X. Die Menge

Clz):= |J 4
A zsh
re A

heillt die durch x bestimmte Zusammenhangskomponente von X.

Bemerkungen.

1. C(x) ist zusammenhéngend nach Satz 1.31.
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2. C(x) ist die grofste zusammenhéngende Menge, die z enthélt.
3. Sind z,y € X, so gilt entweder C(x) = C(y) oder C(z) N C(y) = 0:

Angenommen C(z) N C(y) # 0, so folgt mit Satz 1.31, dass C'(z) U C(y) zusam-
menhéngend ist. C'(z) U C(y) enthélt aber x und y. Damit ist

C(x)UC(y) € C(x)und C(z)UC(y) C C(y)
D.h. C(z) = C(y).

4. Damit zerlegt sich X in seine Zusammenhangskomponenten:

X = |JcCw
zeX
= UC(%) (disjunkte Vereinigung)

Satz 1.32. Jede Zusammenhangskomponente von (X, T) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei x € X, C(x)die Zusammenhangskomponente, die z enthalt. Dann ist ¢/ C(x)
nach Satz 1.31 zusammenhéngend und enthélt x. Es gilt also ¢/ C(z) C C(x) C cl C(x)
und damit C(z) = ¢l C(x), d.h. C(x) ist abgeschlossen. O






2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

2.1 Definition und Beispiele

Definition. Ein topologischer Raum M heifst n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit,
falls gilt:
1. M ist ein Th-Raum mit abz&hlbarer Basis.

2. M ist lokal euklidisch, d.h. zu jedem x € M existiert eine Umgebung U(z) C M,
die hom6omorph zu einer offenen Menge des R™ ist.

Bemerkung:

1. Die T»-Eigenschaft kann man nicht aus den anderen Axiomen herleiten.

2. Eine topologische Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt, da der R™ lokal kompakt ist.
Somit ist nach Satz 1.27 aus Kapitel 1 jede topologische Mannigfaltigkeit auch
parakompakt.

3. Die Zahl n ist eindeutig bestimmt und heift Dimension von M. Die Eindeutigkeit
folgt aus dem Satz tiber die Invarianz der Dimension: Seien U C R"™ offen, V' C R™
offen und U homéomorph zu V, so gilt n = m.

4. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Dann ist M genau dann zusammenh&n-
gend, wenn M bogenzusammenhingend ist.

Wir iiberlassen dies dem Leser als Ubungsaufgabe. Hinweis: Es geniigt zu zeigen,
dass eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit auch bogenzusammenhangend ist.
Man fixiere dazu einen Punkt zg € M und betrachte die Menge F:

F :={y € M | 3 stetiger Weg von z nach y} C M

Zu zeigen ist dann, dass F' offen und abgeschlossen ist.
Bezeichnungen und Definition:

e Sei M™ eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und € M. Dann exis-
tiert eine Umgebung U(x) C M und ein Homdomorphismus

¢ :U(x) — U € g

(U(x), ) heifst Karte um « € M, und ¢ = (z1,...,%,) heiken lokale Koordinaten
um x € M.
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e Seien (U, = (21,...,2y)) und (V,¥ = (y1,...,yn)) Karten auf M mit VU # 0.
Dann ist
Yo lipUNV)—p(UNV)

ein Homéomorphismus und heift Karteniibergang von (U, ) nach(V, ).

e Koordinatentransformation:

(UNV) 3 (x1,...,20) = (1(@1, s Tn)s oo s yn( @1, -y xp)) == o Lz, ..., xp)

Die topologischen Mannigfaltigkeiten sind die Grundobjekte, auf denen wir Geometrie
und Analysis betreiben wollen. Dazu benétigen wir einen Differenzierbarkeitsbegriff.

M

Man konnte z.B. eine Funktion f: M — R in 29 € M differenzierbar nennen, falls fiir

jede Karte (U, ) um zg .
foe l:UCR" —R
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in ¢(x) differenzierbar ist. Dabei tritt jedoch folgendes Problem auf: Seien (U, ¢), (V, )
zwei Karten um zg, dann gilt:

fop ™ =Ffoplo(poy™.

Ist fop~! differenzierbar, dann braucht fo~! jedoch nicht differenzierbar zu sein! Damit
die Differenzierbarkeit von f sinnvoll erklirt werden kann, fordern wir, dass ¢ o ¢! fiir
alle Karten differenzierbar ist.

Definition. Eine Familie A = {(Ua, ¢a)},c; von Karten der topologischen Mannigfal-
tigkeit M™ heift C*-Atlas auf M™ (0 < k < c0), falls

1. M= U,
acl

2. Fiir alle (U, ), (V,v¥) € A mit UNV # ) sind die Karteniibergéinge
Yo lipUNV)—p(UNV)

C*-Abbildungen.
Zwei C*-Atlanten A und A auf M"™ heifen dquivalent, falls AU A ein C*-Atlas auf M
ist. [A] ist die durch den Atlas A bestimmte Aquivalenzklasse von Atlanten.

Ein Paar (M, [A]) aus einer n-dimensionalen topologische Mannigfaltigkeit M und einer
Aquivalenzklasse von C*-Atlanten auf M heift n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. [A]
heift auch C*-Struktur auf M und ist durch die Angabe von A € [A] eindeutig bestimmt.

Ein Atlas A auf der C*-Mannigfaltigkeit (M, [A]) heift zulissig, falls A € [A] (d.h.
A ~ A). Eine Karte (U, ) auf (M, [A]) heifit zuldssig, falls AU {(U,p)} ~ A.

Bemerkungen:

1. Jede topologische Mannigfaltigkeit ist eine C°-Mannigfaltigkeit. Die C9-Struktur
auf M" ist eindeutig bestimmt, da alle C%-Atlanten dquivalent sind.

2. Auf einer topologischen Mannigfaltigkeit konnen verschiedene C*-Strukturen exis-
tieren, falls k£ > 1.

Sei M =R', A = {(R,p; =id)} und Az = {(R, 2)} mit pa(z) = 23. A; und Ay
sind C*-Atlanten auf M aber A; £ As, denn
P10 cp2_1 : R — R
y o= Yy
ist in 0 nicht differenzierbar.

Information zur Existenz von C*-Strukturen:

1. Existiert auf jeder topologischen Mannigfaltigkeit eine C''-Struktur? Nein!

e Fiir alle n > 10 existieren n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten, die
keine C''-Struktur haben. (1. Beispiel Kervain 1960)



42 2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

e Fiir n < 4 existiert auf jeder n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit
eine C'!-Struktur.

2. Ist M™ eine topologische Mannigfaltigkeit und A ein C*-Atlas auf M, so ist A auch
ein Cl-Atlas fiir alle [ < k.

3. Es gilt auch die Umkehrung: Sei (M, [A]) eine C*-Mannigfaltigkeit, & > 1. Dann
existiert fiir jedes I, k < | < oo, ein C'-Atlas A mit A ~cw A. D.h. (M, [A]) ist eine
C'-Mannigfaltigkeit. Insbesondere hat jede C'-Mannigfaltigkeit M einen zulissigen
Atlas, der eine C°°-Struktur auf M liefert.! (%)

Vereinbarungen:

e Wir betrachten im folgenden nur noch C'*°°-Mannigfaltigkeiten:
Nach (%) ist dies keine Einschrinkung gegeniiber C* fiir k > 1. Mit einer differen-
zierbaren bzw. glatten Mannigfaltigkeit ist nun immer eine C°°-Mannigfaltigkeit
gemeint!

e Wir lassen oft die Angabe der Atlanten weg.

Satz 2.1. Sei N ein topologischer Raum, M™ eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit
mit dem zuldssigen Atlas A und f: N — M ein Homoomorphismus. Sei

Ap = {(f7(U),p0 /)| (U,p) € A} .

Dann ist (N, [Ay]) eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. [Af] ist eindeutig bestimmd.

Beweis. f ist ein Homdéomorphismus und damit ist N 75 und besitzt eine abzéhlbare
Basis.

N ist lokal euklidisch, denn zu jedem x € N existiert eine Karte (U, ¢) € Aum f(z) € M.
D.h. (f7Y(U),po f) ist eine Karte um z.

Die Karteniibergéinge: Seien (f~*(U),¢o f), (f~'(V),¢ o f) Karten um x, dann ist

(Yof)o(pof) t=voplipUNV)—pUNV)

nach Voraussetzung k-fach stetig-differenzierbar.

Sei A~ A auf M, so ist Ayp ~ .,[lf, da die gleichen Karteniiberginge auftreten. 0

Beispiel 2.2. Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten
1. Der R" ist eine n-dimensionale C'°°-Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A = {(R",id)}.

2. Der C™ ist eine 2n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A = {(C", )},
wobei

QO(le .. 7Zn) = (‘T17y17' .- 7:1:n7yn)

mit z; = x; + iy;.

'"Whitney: Annals of Math. 37 (1936), 645-680
Munkres: Elementary Differential Topology
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3. Die Sphire S als Mannigfaltigkeit

Die S™ ist eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit? mit einem Atlas aus zwei
Karten: der Projektion aus dem Nordpol ¢x und ¢g, der Projektion aus dem

Stidpol.
on:S"\{NP} — R"
(xlv"'vxn-i-l) — (1_2—2“))1_:@—2“)
ps : S"\{SP} — R"
(IL’l,...,.’ﬂn_i_l) — (1_’_‘2—2“,,1_’_:‘5—2“>

Fiir die Karteniibergénge gilt:

psopy ton(S"\{NP,SP}) — ¢s(S"\{NP,SP})

=R™\{0} =R™\{0}

r = o
[l

enopg tRM\ {0} — R\ {0}
A

D.h. A= {(S"\{NP},on),(S"\{SP},ps)} ist ein C°-Atlas.

4. Der reell projektive Raum RP" als Mannigfaltigkeit

Der reell-projektive Raum RP" ist eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit®, denn:

e RP" ist ein T5-Raum mit abzahlbarer Basis.

e Der RP" ist homdomorph zur Menge aller Geraden R -z, x € R im R**!

versehen mit der Faktortopologie.

]R”H\{O}/N r~y<~=R-2=R-y

Die Mengen U; := {(z1,...,p11) €R"™ | 2; £ 0} miti=1,...,n+ 1 sind

offen in R"*1\ {0}, und

7 RPN\ {0} — R\ {0} /. = RP"

ist eine offene Abbildung. D.h. U; := 7(U;) C RP™ist offen fiiri =1,... ,n+1

und
n+1
RP" = | J Ui
i=1
Definition einer Kartenabbildung auf U;: Da
[z1 mn+1]:[ﬂ:...:$i_1:1:$i+1:...:

Zsiehe auch Bsp. 2 auf Seite 10 und Bsp. 1
3siehe auch Bsp. 4 auf Seite 11 und Bsp. 2 auf Seite 21

xTL—i—l]
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ist
. . el Ti—1 Tif1 Tn+1
[5131......%“_;,_1] — (I_i"”’ ;i’—;i"”’—?ﬁi )

bijektiv. Und da

Sﬁzﬁz — R”
(ﬁi(l’l,...,xn+1) — (50_1 o T "Ei+17...7M)

N T z5

stetig ist, ist auch ¢; stetig. Die Umkehrabbildung

gOi_l:]Rn — UZ
W1 syn) = (W1 Y1 Ly -1 Yn))

ist stetig, da 7 stetig ist. Damit ist der RP" eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit.

e Nun zur C'°°-Struktur:
A={U,pi)|i=1,....,n+1}
bildet einen C°°-Atlas, denn fiir i < j ist

R”ﬂ{zj-,l;éo} :R”ﬂ{zi#o}
mit )
R Z] (Zl,...,Zn)
= (,0]'(7'('(2’1,...,Zi_l,].,zi,..., Zj—l ,...,Zn))
~~
j-te Stelle
_ ( 21 Zi—1 1 Zj—2 Zj Zn )
- Zj_1 "V zjo Zi—1 0z )z 25

eine C*-Abbildung. Analog folgt dies auch fiir ¢; o gpj_l.
Der RP" ist also auch eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit.

5. Offene Untermannigfaltigkeiten

Sei (M, [A]) eine n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit und B C M eine offene
Teilmenge von M. Dann ist B mit dem Atlas

Ap :={(BNU ¢lsw) | (U,¢) € A}

eine n-dimensionale C'°°-Mannigfaltigkeit.

Die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen ist z.B. eine offene Untermannig-
faltigkeit des R”z, denn

Gl(n,R) = (det) (R \ {0}) C Mg(n,n) = R"’

und die Determinantenfunktion ist stetig und R\ {0} ist offen.
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6. Produktmannigfaltigkeiten

Seien (M™,[A]) und (M™, [A]) C*®-Mannigfaltigkeiten. Auf M x M definieren wir
einen Atlas durch:

Ayt = {U X Vip x0) | (U.9) € A, (V,9) € A}

Damit ist (M x M, [A,,, ]) eine C®-Mannigfaltigkeit.
Zum Beispiel ist
Th=S'"x ... x §!
—_——
n-mal
eine C*°-Mannigfaltigkeit.
7. Untermannigfaltigkeiten

Sei (M, [A]) eine C*°-Mannigfaltigkeit der Dimension N und
McM

eine beliebige Teilmenge. M heift n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M,
falls fiir jeden Punkt z € M C M eine zulissige Karte (U, ¢) von M um z existiert,

so dass
e(UNM)=oU)N{rp1 = =xy=0}.

Jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C M ist eine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit mit dem Atlas

U, ©) ist eine zuldssige Karte mit
Ay = {(UﬂM,g0|UmM) o (U,#) & }

UNM)=pU)N{zpy1 = =ay =0}

Die Karteniiberginge sind C*°, da sie die Einschrinkungen der Karteniiberginge
von zuldssigen Karten von M auf den Unterraum R sind.

2.2 Differenzierbare Abbildungen

Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und
F:M—N

eine Abbildung. F heift C*-Abbildung (k € N U {oc}), falls fiir alle zuliissigen Karten
(U,) von M und (V,1) von N gilt, dass

poFop tipUNF (V) — (V)

eine C*-Abbildung ist. ¥ o F o~ ! heiit Kartendarstellung oder Koordinatendarstellung
von F.
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C¥(M, N) bezeichnet die Menge aller C*-Abbildungen von M nach N und C*(M) den
Vektorraum aller C*-Abbildungen von M nach R. Mit der Multiplikation

(f-h)(z):= f(z) h(z) Vo eM
ist C*(M) sogar ein Ring.

Satz 2.3. Es gilt:

1. Seien (M, [Ap]) und (N, [An]) Mannigfaltigkeiten. Es genigt, die Differenzierbar-
keit der Kartendarstellungen einer Funktion f : M — N fir alle Karten aus Ajpf
und An zu tuberprifen.

2. Seien f € CF(M,N) und g € C*¥(N, P), so ist go f € C*(M, P).

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Ubungsaufgabe!

2. Dies folgt unmittelbar aus

da die Verkniipfung von glatten Abbildungen im R" bekanntlich auch glatt ist.

Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten.
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1. F: M — N heift C*-Diffeomorphismus, falls F' bijektiv ist, ¥ € C*(M, N) und
F~1e CH(N,M).

2. M und N heifsen diffeomorph, falls es einen C'*°-Diffeomorphismus von M nach N
gibt.

3. Diff (M, N) bezeichnet die Menge aller C*°-Diffeomorphismen von M nach N.

Satz 2.4. Es gilt:

1. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit und o : U — U eine zulissige Karte. Dann ist
@ ein Diffeomorphismus zwischen den entsprechenden offenen Untermannigfaltig-
keiten.

2. Sei f: M — N ein Homdomorphismus zwischen den topologischen Rdumen und
sei (N, [A]) eine C*°-Mannigfaltigkeit. Dann ist

fo (M, [Ag]) — (N, [A))
ein Diffeomorphismus.

Bewers. Zu den einzelnen Punkten:

1. U ist eine Mannigfaltigkeit mit einer zuldssigen Karte (U, ). U ist eine Mannig-
faltigkeit mit einer zuldssigen Karte (U,id). Die Kartendarstellung von ¢ ist:

idogop t=id

und damit glatt.
2. Die Kartendarstellung von f ist:

pofoof)y '=gpofof oy l=poy!

und damit auch glatt.

Bemerkungen zu Diffeomorphietypen von Mannigfaltigkeiten:
o Auf einer Mannigfaltigkeiten kénnen nicht dquivalente C°°-Atlanten existieren,
meistens sind sie jedoch diffeomorph.
e Auf top. Mannigfaltigkeiten der Dimension n < 3 existiert nur ein Diffeomorphie-
typ.
e Jede zusammenhingende 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist diffeomorph zu S*
oder R.

e Im Fall n = 2 kennt man alle glatten zsh. Mannigfaltigkeiten.

e Im Fall n = 3 sind fiir kompakte Mannigfaltigkeiten (ohne Rand) nach dem Beweis
von Grigori Perelman seit 2002 alle Homéomorphie- (und damit auch Diffeomorphie-
) Typen bekannt.

e Ab n > 4 existieren mehrere Diffeomorphiestrukturen, z.B. 28 auf S7.
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e Fiir n > 5 existieren hochstens abzdhlbar viele Diffeomorphiestrukturen. Ist M™
dariiber hinaus kompakt, so existieren hochstens endlich viele Strukturen.

e Mit der “Yang-Mills-Theorie” (ca. 1984) kann man auf dem R* iiberabzihlbar viele
Diffeomorphiestrukturen nachweisen. Fiir n # 4 besitzt der R™ jedoch nur einen
Diffeomorphietyp.

2.3 Der Tangentialraum und das Differential einer glatten
Abbildung

Bevor wir uns mit dem Begriff des Differentials fiir glatte Abbildungen auf Mannigfal-
tigkeiten befassen, noch ein paar Erinnerungen an die Analysis:

e Fiir eine differenzierbare Abbildung f : R — R™ ist
dfy - R" =T, R" — R"™ =Ty, R™
v %f(:r%—tv)‘tzo
e Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit, = € M. Der Tangentialraum im Punkt
o T,M:={veRY |[Iy: T CR— M:74(0) =2,7(0) =v}.
Fiir eine glatte Abbildung f : M ¢ RN — M < RX gilt hier

dfy : TeM  — Ty M
v=+'(0) %f(’Y(t))‘tzo

Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit, x € M. Zwei glatte Kurven ~, § : I C
R — M mit y(0) = §(0) = z heifen Aquivalent (Bezeichnung: v ~ ¢), falls fiir eine
zulassige Karte (U, ¢) um z gilt:

(¢ 079)(0) = (¢ d)'(0).
Dies ist unabhéngig von der Wahl der zulédssigen Karte. Ein Tangentialvektor in « € M
ist eine Aquivalenzklasse von Kurven durch x.

TpM := {[y] | v ist Kurve durch z}

ist der Tangentialraum an M im Punkt z.
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Satz 2.5. Der Tangentialraum T, M ist ein reeller Vektorraum mit der Operation:

A+ pld) =" (A poy+p-pod)

fir \,u € R, [7],[0] € TouM, wobei (U, ) eine zulissige Karte um x mit p(x) = 0 ist.

Bewess. Die Kurve
e (A poy+p-pod)
ist eine Kurve durch z da
P A po(0)+p-90d(0)) = ¢ A-p() 4+ p-p(x))
= ¢ '(A-0+p-0)
= ¢ 1(0)=x
Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Vertreter v € [y] und ¢ € [0]. Weiterhin

ist die Definition unabhéngig von der gewéhlten Karte (U, ), denn sei (U, 1)) eine weitere
Karte mit ¢(z) =0, so gilt:

(poy ' (A -tpoy+p-108)(0) = dpoyy ™) (L(A-1hoy(t)+p-1od(t)),_,)
= d(poy 1) (A ( )()+ - (¥ 00)"(0)
= X (d(pov™) ())+

+p- (d(poy™ )(1/105) (0))
= A (soov)’(O - (¢ 08)(0)

) +
= (poyp™'(X: s007+u‘<p05))’(0)
D.h.
e A poytp-pod) v (A oy p-ipod).

Bemerkung. Sei M" C R¥ eine Untermannigfaltigkeit, so ist die Abbildung:

.M — TUMEN
M = A(0)eRY
ein linearer Isomorphismus.

Vereinbarung. Fiir Untermannigfaltigkeiten M™ C R benutzen wir immer die Reali-
sierung

T,M =TIMENM = {+/(0) | v: T — M, 7(0) =2} C RV,

Wir benutzen auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten fiir die Tangentialvektoren die for-
male Bezeichnung +/(0) := [v].

Beispiel 2.6. Tangentialraum an der Sphdre
Wir betrachten die n-dimensionale Sphére S™, x € S™. Es gilt:

T,8" = {v e R"™ | (z,v)gn+1 = 0},
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denn sei vy : (—¢,e) — S™ eine Kurve mit v(0) = z, so gilt:

Damit ist

iy(t), 7)o = 2(7(0),7(0))
= 2(z,7(0))
-0

und “C” gezeigt. Die Gleichheit folgt dann aus Dimensionsgriinden.

Definition. Sei f: M — N eine C°°-Abbildung, x € M.

b = [fen]
Y(0) = (fo)(0)

heifst Differential von f in z. Sei v € T, M, so ist v(f) := df;(v) die Richtungsableitung
von f in Richtung v.

Bemerkungen:

1. Die Definition von df; ist korrekt, d.h. aus v ~; d folgt f o~y ~y) fod, denn sei
(U, ¢) eine zuldssige Karte um x und (V, ) eine zuldssige Karte um f(z), so gilt:

(ofory)(0) = (Wofop topoy)(0)
= d(¢ ofo 90_1)4,0(:0) (90 ° 7),(0>

T (o f oY) (9 0 8)(0)
= (Wofopltopod)(0)
= (o fod)(0)

2. Sei M C M eine Untermannigfaltigkeit und F : M — N eine C-Abbildung.
Dann ist f := F|p : M — N eine C*°-Abbildung und es gilt:

dfy = dFy|p,p fur alle z € M

3. Sei N C N eine Untermannigfaltigkeit. Dann ist f : M — N C N genau dann
glatt bzgl. der Untermannigfaltigkeitsstruktur, wenn

f:M—N
C™ ist. Dies folgt aus der Gleichheit der Differentiale.

Satz 2.7. Es gilt:
1. Die Kettenregel: Seien f: M —s N und h : N — M C*®-Abbildungen, so gilt:

d(h ° f):c = dhf(:c) o dfy.
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2. Ist f : M — N eine glatte Funktion, so ist
dfy : T, M — Tf(x)N
eine lineare Abbildung der Vektorrdume.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Aus "
dm xT =
T, M % Ty N =5 Ty g0y M
ergibt sich
d(ho flzly] = [h(fo7)]
= dhy)lf o]

= dhyg) o dfz[7]
2. Z.z. ist, dass fiir [y],[0] € TuM, \,u € R
dfz()‘h] + N[(s]) = )‘df:ch] + Ndf:c[(s]

Sei (U, ) eine Karte um x mit p(x) = 0 und (V) eine Karte um f(x) mit
Y(f(z)) = 0, dann folgt aus der Linearitdt fiir Differentiale auf dem R™:

df e (A[Y] + p[0])

dfo ([ ' (A oy 4 p-pod))

= [fop'(A-poy+p-pod)

= W logofor l(A-poy+p-pod)

= (dy™ood(pofop (A poy+u-pod)(0)

linear =A-(p07)" (0)+p-(¢00)’ (0)
= (dy~ 1)0(/\ d(1/1°f°90 Do(w 07)'(0)+
- d( Dol 06)'(0))

= (dy~ )( (z!) ofox)(0)+u-(ofod)(0))
= WA -vofoy+p-tpo fod)
= A-dfe[y] + p- dfz[d]

Folgerungen:

1. Ist f : M — N ein Diffeomorphismus, x € M, so ist
dfy : ToM — Ty) N
ein linearer Isomorphismus, denn
Al =d(f o f), = df;}) o dfs

und

dlry N =d (fo f_l)f(w) =dfy 0 dff_(i)
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2. Ist f: M — N eine C*°-Abbildung und
dfy : T, M — Tf(x)N

ein linearer Isomorphismus, dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus. (Satz iiber
den lokalen Diffeomorphismus)

Die kanonischen Basen in T, M

Sei M™ eine n-dimensionale C'°°-Mannigfaltigkeit, x € M und (U, ¢ = (z1,...,2,)) eine
zuldssige Karte um x € M, dann wird

a%(m) = [sg_l(cp x) + te;)] € T,M
m

(9~ () +tei) | g
é ([p(2) + tei])

W)(ez)
fiir alle ¢ = 1...n zu einem Tangentialvektor in T, M.

Satz 2.8. Es gilt:

1. Sei M™ eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit, v € M und sei (U, p = (1,...,2y))
eine zuldssige Karte um x € M, dann bilden die Tangentialvektoren
0 0
(8—m1($)’ EEE -

eine Basis in T, M. Sie heifit kanonische Basis . (Insbesondere ist dim T, M =n.)

2. Seiv e T, M und

dessen Basisdarstellung. Sei weiter v =[] und

oy =(71-") }:%m

die Koordinatendarstellung von v beziiglich einer geeigneten Karte (U, ), dann gilt
& =0

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Eine zuléssige Karte um = ¢ : U C M — ¢ (U) C R™ ist bekanntlich ein Dif-
feomorphismus, ¢ € Dif f (U, (U)). Ihr Differential wird damit zu einem Isomor-
phismus. Und da Isomorphismen Basen in Basen iiberfiihren, folgt die Behauptung

aus
d 0 = dy, (de, (e)) = e
Pz o ()] = dps ( Po(z) (62)) = €.
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2. Aus der Linearitét des Differentials folgt einerseits

> :ggdSOw <8$

n

@) =Y e

=1

dp, (v) = dpy (

i
und andererseits gilt

dp, (v) = [por] =(poy) (0)=((0),...,7,(0) Z’n

Kurve im R™

Satz 2.9. Transformationsformeln fiir kanonische Basen

1. Seien (U, = (z1,...2n)), (V¥ = (Y1,-..,yn)) zwei zuldssige Karten um x € M,
dann transformieren sich die kanonischen Basisvektoren auf folgende Weise:

2(@) = >0 Aee (o)) 0 (3).

a=1

2. Sei f: M — N eine C®-Abbildung, (U, = (x1,...,2,)) eine zulissige Karte
um x € M und (V,p = (y1,...,yn)) eine zuldssige Karte um f(z) € N, dann gilt:

af (@) = 3 20 () 52 (f(x).

Beweis. Zu den einzelnen Punkten

1. Es gilt

() = (dp™) ) (er)
d(tp™  opoo™h) y( (€d)
= dipy i 0 d( o9 (e:)

:d%@<z@%%aw@ww>

=y 2o e (o(0))dy L, (ea)

2. Ubungsaufgabe (analoge Rechnung)

Der duale Tangentialraum 7 M

Wie in der Linearen Algebra betrachtet man auch hier den Dualraum eines Vektorraumes.
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Definition. Der duale Tangentialraum in x € M ist definiert als

ToM :={L:T,M — R | L ist linear}

Sei (U, = (1, ...,%y)) eine zuldssige Karte um x € M. Fiir das Differential der glatten
Koordinatenabbildung z; : U C M — R, y+— z;(y) gilt:

(daj‘z)w : TIU = TIM — Tri(w)R =~ R.
D.h. (dxz;), ist eine lineare Abbildung von T, M nach R. Somit gilt:

(daj‘z)w € T;M

Satz 2.10. Die Linearformen ((dxi)s,...,(dzy)s) bilden eine Basis in T M, die dual
zur kanonischen Basis (a%l(x), e Bgn (z)) von T, M ist.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (dz;), (8%](:13)) = 0;; gilt:

(dx;)z (%(m)) = (da;)y (de™(e;))
= d (xz o 90_1)90(5,;) (€5)
= d(L;) ) (6)) = (&),
= 3y

0

Durch leichte Rechnung zeigt sich nun daraus, dass Dualbasen ein dhnliches Transforma-
tionsverhalten zeigen wie die kanonischen Basen aus Satz 2.9.

Satz 2.11. Seien (U, = (x1,...,25)) und (V; = (y1,...,yn)) 2zuldssige Karten um
x € M. Dann gilt

"~ (0ol
(dy)e =S (D22 )N (0 N (daa)e.

Bemerkungen:

e Vergleicht man die Indizes der Ubergangsmatrizen, so bemerkt man, dass die Trans-
formationsmatrix der Dualbasen die Transponiert-Inverse der Transformationsma-
trix der kanonischen Basis ist.

e Man bezeichnet die Vektoren des Dualraumes auch als Kovektoren. Diese trans-
formieren sich per Definition also kovariant. Die Vektoren des Tangentialraumes
transformieren sich dagegen kontravariant.
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2.4 Vektorfelder und Fliisse

Definition. Sei M" eine C°-Mannigfaltigkeit und TM := |J T,M die disjunkte Ver-
zeM
einigung aller Tangentialriume. Eine Abbildung

X M—TM

heifit glattes Vektorfeld auf M <=
1. X(z) e T,M VzxeM
2. Sei A ein zuléssiger Atlas von M, (U, = (21,...,2,)) € Aund fiir z € U

X(@) = Y () (@)
i=1 ¢

die Basisdarstellung von X, so gilt
& € C(U,R) fiir allei = 1,...,n.

Bemerkungen:

e Die Forderung 2.) ist unabhéngig vom zuléssigen Atlas.

e Sei (U, = (x1,...,2,)) eine zuldssige Karte, dann sind 8%1_ € X(U) die kanoni-
schen Basisfelder auf U C M.

X(M) bezeichnet die Menge aller C*°-Vektorfelder auf M und ist ein Modul iiber dem
Ring der glatten Funktionen:

X, Y €X(M) = X+Yex(M),
X eX(M), feC®(M) = f-XeX(M),

wobei X +Y und f Y punktweise definiert werden.

Satz 2.12. Sei M™ C RV eine Untermannigfaltigkeit und X eine Abbildung:

X:M — TM
r — X(z)eT,McRY

Dann gilt:
X st ein glattes Vektorfeld auf M <= Die Abbildung X : M —s RN ist glatt.
Beweis. Sei (U, h) eine UMF-Karte von M, d.h. U C R¥ ist offen,

h:U—UCcRN
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ist ein Diffeomorphismus und
hUN M) =Un(R" x {0}).

Dann ist (UNM, ¢ = h|ynn) eine Karte von M™. Fiir die kanonische Basis dieser Karte
gilt bekanntlich:

9 -1
3—332'(33) = 4w (€)

I. (=):Se X € X(M) und X = > £i% die Basisdarstellung von X auf U N M.
i=1 t
Mit & € C®(U) ist

_ = 0 _
Xoprh=) gop™l Srop!
i=1 !

So—
= gzz (rl,...,wn)

als Verkniipfung von C'°°-Abbildungen (¢! ist ein Diffeomorphismus) glatt. Und

da dies fiir jede Karte gilt, ist
X:M—RY

glatt.
2. («):Sei X : M — RY eine C*-Abbildung. Da

X(@) = Le@)hE) =L @)

= doyiy (X € @)e)

ist
dp. (X () = (&' (2), ..., £"(x))

als Verkettung von glatten Abbildungen auch glatt, insbesondere sind die ¢ : U —
R damit C*°-Abbildungen.

0

Definition. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, X € X(M), f € C°°(M,R™). Dann heifst
die Abbildung X (f) € C*°(M,R™) definiert durch

X(f)(@) = dfo (X (@) € Ty R™ = R™

Richtungsableitung von f nach dem Vektorfeld X.

Folgerungen. Aus den Eigenschaften des Differentials folgt fir X € X(M), f,g €
C®(M):
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(X +Y)(f)=X(f) +Y(f)

X(f+9)=X(f)+ X(9)

X(f-9)=f-X(g9)+9g - X(f) (Produktregel)
0

Sei (zg7s- -+ %) die kanonische Basis von (U, ¢),

X = Zfia%i die Basisdarstellung von X auf U, dann ist

Ll O e

. . o1
X =Yg =y edle Lo,

Insbesondere gilt

d . Ofop™h

5. Fiir eine Abbildung

XM — TM
x — X(x)eT,M

gilt:
X ist ein glattes Vektorfeld. < X(f) € C°(M,R)V f € C*°(M,R).

Definition. Seien X,Y € X(M), (U, = (z1,...,2,)) eine zulédssige Karte und X =
25"%, Y = Zni% die Basisdarstellungen auf U. Das Vektorfeld
7: K2 Z 1
n . .
XY= Y (X))~ V(E) 5
(2

i=1

heifft Kommutator von X und Y.

Bemerkung. Der Kommutator ist unabhéngig von der Kartenwahl. (Dies kann man mit
den Transformationsregeln direkt ausrechnen.)

Definition. Sei F : M — N eine C*°-Abbildung und X € X(M), Y € X(N). Man
sagt X und Y seien F-verkniipft, falls

Y(F(x)) = dFp(X(x))

. Man schreibt dann Y = F, X oder auch Y = dF(X). Bemerkung. Im Allgemeinen ist
dF(X) kein Vektorfeld!

Satz 2.13. Eigenschaften des Kommutators
1. [X,Y] = —[X,Y] (Schiefsymmetrie)
2. NX +uY, Z] = MNX, Z) + pnlY, Z] (linear in jeder Komponente)
3. [[X,Y],Z] +[Y, Z), X] + [[Z, X],Y] = 0 (Jacobi-Identitit)
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4. Seien f,g € C®(M).
[fX,9Y] = fglX. Y]+ fX(9)Y —gY(f)X
5. Sei f € C°(M,R™). Dann gilt fiir die Richtungsableitung
(X, Y](f) = X(Y(f) = Y(X(f))

6. Sind X1,Xs € X(M),Y1,Ys € X(N) durch eine glatte Abbildung F : M — N
verknipft, d.h. es gilt

Yj(F(2)) = dF(Xj(2)) j=1,2.
Dann sind [ X1, Xo] und [Y1,Y3] auch F-verknipft:
dF([X1, Xa](z)) = [Y1, Yo|(F(2))

7. Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit, dann kann man X € X(M) als C>-
Abbildung X : M — RY auffassen, und es gilt:

(X, Y] =X(Y) - Y(X)
wobei X(Y') die Richtungsableitung ist.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

e 1. bis 6. sind Standardaufgaben (Ubungsaufgaben).

e zu 7.: Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit. Die Karten auf M entstehen durch
Diffeomorphismen deszN .Sei h: U Cc RV — U c R¥ ein solcher Diffeomorphis-
mus mit h(UNM) =UnN(R™x{0}), dann ist (UN M, ¢ = h|ynnr) eine Karte von
M. Mit der kanonischen Basis a%i(:zs) = 85”; (o(z)) € RN (i =1,...,n) ergibt sich
nun eine Darstellung

.0 .0
X=2 8gm V=2

Nach der Produktregel fiir die Richtungsableitung gilt

X(¥)-¥(X) = Z(X( ) f <aa>

= Z<(X() (52))83;1 nZX(aii)_giY(ai)>
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Es gilt:
; 0 0 .0 0 9 0
(2 R WY o 2 — 1)~ =
zi:<nX(8mi) £Y(85L'7;)> ;("58%(8@) gnaxj(ami)>
o, 0 a , 0
— 1¢d (=N =
B Z g(axj(axi) axi(amj)>
i,
=0
= 0
denn:
a , 0 B 0 Op~!
87]-(8331-)(33) = 8—95] (3%’ )(p(z))
~~ —~~
VF Fkt part. Abl
82 -1
= (@)
710L4

@~ ! ist eine C*°-Funktion zwischen reellen Riumen und mit dem Lemma von
Schwarz ergibt sich

8290_1
5w, (#(@)
0 0
8—%(%)@)
M~~~
VFE Fkt

O

Definition. Sei M"™ eine C'*°-Mannigfaltigkeit, X € X(M), I C R ein offenes Intervall
um 0 € R. Eine glatte Kurve

v I — M"
heifst Integralkurve von X durch x € M, falls
e v(0)==x
e Y(t)=X(v(t) Viel
Beispiel 2.14. Beispiele fiir Integralkurven

e Sei M = R". Die Integralkurve von X durch x € R" ist die Losung einer autonomen
gewoOhnlichen Differentialgleichung mit Anfangsbedingung.

o M =52
X(z,y,2) = (~y,2,0) = X € X(5%)
Die Integralkurven von X sind die Breitenkreise. Aus 7/(t) = X (v(t)) folgt dann

Y1(t) = —72(t), 75(t) = 71 (t) und ~4(t) = 0.
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Damit ist y3(t) = const. und
(-
75 L0 Y2

(3) (%)

Durch die Anfangsbedingungen ~(0) = (x, Yo, 20) = po ist dann die Integralkurve
an X durch py € S? eindeutig bestimmt.

Y(t) = (1/1 — 22 cos(to + t),/1 — 22 sin(to + t), 20),
wobei (g, y0) = \/1 — 23 (cos to,sintp).

Durch Ubertragung des Satzes iiber Differentialgleichungen im R™ erhilt man:

bzw.

Satz 2.15. Sei X € X(M").

1. Zu jedem x € M existiert eine eindeutig bestimmte maximale Integralkurve
X .
Ve I CR— M
von X durch x. Hierbei meint mazimal, dass der Definitionsbereich maximal ist.

2. Sei W ={(t,z) e Rx M|t € I,} CR x M. Dann gilt:

o W CR X M ist offen.
e Die Abbildung

6 WCRxM — M
(t) = rlx) = (1)
ist C*°.
o Ist (t,x) € W und (s,¢t(x)) € W, so folgt (t + s,x) € W und ¢sqi(x) =
Ps © Pr(x)).

Gs+t(x)
e {‘ )

on
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Der Beweis liuft analog zum R™ indem man Karten nutzt?.

Definition. Sei X € X(M). Die Abbildung

¢ WCRxM — M
(t,x) = ¢u(x) = (1)

heifst Fluss des Vektorfeldes X.

Definition. Ein Vektorfeld X € X(M") heift vollstindig :< Alle maximalen Integral-
kurven v.X von X durch x € M sind auf R definiert.

Ist X € X(M) vollstandig, so ist der Fluss ¢; von X ein Diffeomorphismus fiir alle ¢t € R:

¢ RxM — M
(t,z) — % (1)
¢ M — M
z = i) =7 (1)

Es gilt ¢ 0 ¢s = ¢rys und ¢ = id. Die Menge {¢;} C Diff (M) ist eine einparametrische
Untergruppe von Diffeomorphismen definiert durch das vollstandige Vektorfeld X.

Satz 2.16. Sei X € X(M") ,

Yo : Iz = (a,b) CR — M (mit a € RU{—00})

die mazimale Integralkurve von X durch x und gelte b < oco. Dann gibt es zu jeder
kompakten Teilmenge A C M ein & > 0 so, dass

w(t) €A Ve (b—e,b).

(D.h. eine nicht auf ganz R definierte mazimale Integralkurve verldsst jeden kompakten
Bereich in endlicher Zeit.)

“siehe: Gromoll-Klingenberg-Meyer: Riemannsche Geometrie im Grofen (Anhang)
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Beweis. Angenommen die Behauptung stimmt nicht. Dann existiert eine Folge

(tn)pen C Ip mit ¢, — b und 7, (t,) € A. Da A kompakt ist, ist A auch folgenkompakt.
D.h. es existiert eine in A konvergente Teilfolge von (v, (t,)) 0.B.d.A konvergiere
(V2 (tn)) ey gegen p € A. Nach Satz 2.15 gilt

neN-

(0,p) € W := Definitionsbereich des Flusses ¢ von X.
AuRerdem ist W offen. Somit existiert eine Umgebung von (0, p), die in W liegt:

(—6,8) x U(p) C W.

Fiir hinreichend grofie n gilt dann
b—t, <dund v,(t,) € U(p)
Sei B : (t, — d,ty, + ) — M definiert durch

/B(t) = ¢(t - tn;’}’x(tn))a

dann ist ¢(t — tpn,7.(tn)) fiir alle t € (¢, — 6,t, + 0) definiert. Und da ¢(¢,,z) und
¢(t — tn, v (t,)) existieren, existiert nach Satz 2.15 auch

Oty +t —tn,x) = P(t,z) fir alle ¢t € (¢, — d,t, + 0).

Dies ist eine Verlangerung der Integralkurve ~y, auf das Intervall (a,t, + ) und ein Wi-

>b
derspruch zur Maximalitét von v, auf (a,b). O

Folgerung und Definition. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit und X € X(M) ein Vek-
torfeld. Mit

supp X :=cl{x € M|X(x) #0} C M
bezeichnen wir den Triger von X.

Satz 2.17. Ist der Triger kompakt, so ist X wvollstindig. Insbesondere ist jedes C°°-
Vektorfeld auf einer kompakten Mannigfaltigkeit vollstindig.

Beweis. Sei x € M, v, : [, C R — M die maximale Integralkurve von X durch x. Z.z.
I, =R.
1. Fall: z € M \ supp X. Auf M \ supp X gilt dann X =0, d.h. die Kurve ~, = x ist
die maximale Integralkurve von X durch z.

2. Fall: © € supp X. Dann ist v,(I,) C supp X, denn auferhalb von supp X sind alle
Integralkurven konstant. Mit Satz 2.16 folgt I, = R.

0
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Satz 2.18. Seien X,Y € X(M), v € M. Seien ¢y : Wy ={zx e M |te I,} — M die
durch den Fluss von X definierten lokalen Diffeomorphismen. Dann gilt:

XY10) = 5 (@000 ()

t=0

Beweis. Sei x € M fixiert und (U, = (x1,...,x,)) eine zuldssige Karte um = € M.
Zudem seien

ngsa—mi,h;nami

die Basisdarstellungen von X und Y auf U. Dann gilt:

@-Du¥ G0 = (@6 (5 1 (ou(e) g 00))
=X ) [ (5 (1))
LRSS o)) | 5 sl o 0060y )]

Wir benutzen die Taylorentwicklung entlang von Integralkurven. Mit h € C*°(U), y € U
folgt
h(¢(y)) = h(y) +1t - dhy(X(y)) + o(£?),

denn sei f(t) := h(¢¢(y)), dann ist

und mit der Kettenregel gilt:

f1(0) = %( (@t (W)= = dhoy ) (o (qbt( Dli=0) = dhy (X (y))

und
£(0) = h(do(y)) = h(y).
Sei jetzt speziell h = x, € C°(U) die k-te Koordinate von (U, ), dann ergibt sich

e(d—1(y) = wp(y) —t- dop(X(y)

= 2 (wod-)(y) = G —t (")) +o(t?) VyeU



64 2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

und es folgt

(06- 0 (V(0x(0)) = 32 () [0 1+ (€Nl + )| -0) € Tut

o0x; T
k=1 J k

Insgesamt erhédlt man

L(do— (Y (¢e(2))],oy = ki:

0

Satz 2.19. Sei F : M — N ein Diffeomorphismus, X € X(M) mit dem Fluss {¢;* }.
Sei F,.X € X(N) definiert durch

(*){ (FX)(y) = dFp-14)(X(F7'(y)))
(FX)(F(z)) = dF(X(x))

mit dem Fluss{ f*X}. Dann gilt
1. oI o F = Fo g
2. X=FX < Fo¢)f=0¢;f0F

Bewers. Zu den einzelnen Punkten:

1. z.z. Die Kurve v(t) = F(¢(x)) ist die Integralkurve von F,X durch F(z), denn
diese ist eindeutig bestimmt.

e Als Anfangswert haben wir v(0) = F(¢¢ (z)) = F(z).
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e Fiir die Ableitung ergibt sich
V() = G(F(e ()

2. Sei X = F. X. Mit 1.) folgt
¢ o F =Fog.

Sei umgekehrt ¢X o F' = F o ¢;X.

gbiXOF:FoqbiXégbt*XOF !oF_1

d
X _ F.X
=3 = ¢ ‘E‘tzo

O

Satz 2.20. Seien X,Y € X(M) Vektorfelder auf M mit den Flissen {¢;* } und {¢} }.
Dann gilt:

X oY = ¢Y 0o Vs, t aus dem Definitionsbereich <= [X,Y] = 0.

Beweis. Die einzelnen Implikationen:
e (=): F := ¢, ist ein lokaler Diffeomorphismus. Nach Satz 2.19 gilt wegen Fog! =

¢Y o F auch Y = F,Y. D.h.

Y(@) = (BY)(@)
= dFp (Y (F1(2)))
(d6%,) ¢ () (Y (67 (2))

und damit ist

X Y)(@) 2 4 (doX,) (o) (Y (65 ()|
d
dt
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e (<):8Sei [X,Y]=0auf M. Da
03 00 =1 08 = 9T

ist nach Satz 2.19

und es folgt

0 = (¢")(X,Y]())

49, )ox (o) ((07).Y (62 (2))) )
= E((doXs) px () (d<f>tX)¢{ft+5(x) (Y(o

(d(6%, 0 9%)gx (o) (Y (6X(2))
L (0% ) gy (Y(6X @))| _

L

—
-
w0

—

S
S~—
SN—
S~—
SN—
N——

|
& S &= SSEY

|
Dy

Somit ist die Kurve d(¢§T)¢§(w)(Y(¢§(m))) = ((¢X,)«Y)(x) konstant, und es gilt

(6% ):Y)(@) = ((65):Y)(z) = Y (x)

Aus Satz 2.19 folgt nun die Behauptung.

Vektorfelder und Lie-Algebren

Definition. Eine Gruppe G heifst Liesche Gruppe falls sie eine C'°°-Mannigfaltigkeit ist,
so dass die Abbildung G x G — G, (g,a) = g-a~! glatt ist.

Sei GG eine Liesche Gruppe. Dann sind die Gruppenhomomorphismen

lg:G — G Linkstranslation
a — g-a

rq: G — G Rechtstranslation
a — a-g

Diffeomorphismen.

Beispiel 2.21. Beispiele fiir Lie-Gruppen
o (R",+)
. (€ =C\{0},)
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o (TP =5'%x .- x 8 .) (mit St ={2€C:|z|=1})
e Sind G und H zwei Liesche Gruppen, so ist G x H mit dem komponentenweisen

Produkt eine Liesche Gruppe.

e Gl(n,R) C M(n,R) = R" ist eine offene Untermannigfaltigkeit und eine Liesche
Gruppe.

e Jede (topologisch) abgeschlossene Untergruppe von Gl(n,R) ist eine Liesche Grup-
pe. (O(n), Sp(n), U(n),...)
Definition. Ein Paar (V,[, ]) heifst Lie-Algebra , falls V ein reeller Vektorraum ist und
[,]:V xV — V folgende Eigenschaften erfiillt:
L. [, ] ist schiefsymmetrisch.
2. [, ] ist linear in beiden Komponenten.
3. Es gilt die Jacobi-Identitét

[X,Y], 2] + [V, 2], X] + (|2, X],Y] =0 VX,)Y,ZeV.

Beispiel 2.22. Beispiele fiir Lie-Algebren

1. X(M) mit dem Kommutator von Vektorfeldern ist eine (co-dimensionale) Lie-
Algebra.

2. M(n,R) mit [A,B] := Ao B — Bo A ist eine Lie-Algebra.
3. R3 mit dem Vektorprodukt [v,w] := v x w ist eine Lie-Algebra.

4. Sei (M?",w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann ist C°° (M) mit der Poisson-
Klammer {f, g} := w(s — grad(f),s — grad(g)) eine Lie-Algebra.

Definition. Sei G eine Liesche Gruppe. Ein Vektorfeld X € X(G) heifst linksinvariant,
falls (14)«X = X fiir alle g € G, d.h.

(lg)« X (lga) = (dlg)a(X(a)) = X(g9-a) = X(lga) Va,g € G.

Bemerkung. Der Kommutator [X, Y] zweier linksinvarianter VF ist auch linksinvariant,
denn sind X,Y € X(G) linksinvariant,
so ist nach Satz 2.13

(Ug)«[X, Y] = [(Ig) X, (Ig). Y] = [X, Y]

Definition. Die Lie-Algebra einer Lieschen Gruppe G ist der Vektorraum aller linksin-
varianten Vektorfelder von G mit dem Vektorfeld-Kommutator.

g = LA(G)

bezeichnet die Lie-Algebra von G.
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Bemerkung. Sei e das neutrale Element der Liegruppe. Dann ist die Abbildung

g — T.G
X = X(e

ein Vektorraum-Isomorphismus, da X (g) = (dly).(X (e)) gilt. Somit ist dim(g) = dim(G)
und man kann g mit T, G identifizieren. Die Lie-Klammer auf T.G wird definiert durch

[v,w] := [V, W](e) v,w € TG,

wobei V(g) := (dly)e(v) und W (g) := (dly)e(w).

Beispiel 2.23. Die Lie-Algebra von Gl(n,R)

Sei G = Gl(n,R). Dann ist die Lie-Algebra von G die Menge der n x n-Matrizen mit
dem Matrizenkommutator.

g=M(n,R) [A,B]:==AoB—-BoA

2.5 Immersionen, Einbettungen und Submersionen

Definition. Sei f : M — N eine C°°-Abbildung. Dann heifst f
Submersion :< dfy : Ty M — T}, N ist eine surjektive Abbildung fiir alle z € M.
Immersion < df; : T, M — Ty, N ist eine injektive Abbildung fiir alle z € M.

Einbettung :< f ist eine injektive Immersion und f : M — f(M) C N ist ein Homoo-
morphismus bzgl. der auf f(M) durch N induzierten Topologie.

Beispiel 2.24. Immersion, Einbettung und Submersion
1. Die Abbildung
f:R — R?
t o= (3 -4t 12 - 4)
ist eine Immersion.

2. Die Abbildung

FiRP? — RS
[z:y:2] = (yz,zz,2y,2% + 2y% + 322)

ist eine Einbettung. (Ubungsaufgabe)

3. Die Hopf-Faserung:
7:8% — CP'=5?
(z1,22) = [z1: 29]

ist eine Submersion. (Ubungsaufgabe)
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4. Nicht jede injektive Immersion ist eine Einbettung.
Die Abbildung f : R — R? mit f’(¢) # 0 ist keine Einbettung.

f)

Satz 2.25. Sei f: M — N eine injektive Immersion und M kompakt. Dann ist f eine
Einbettung.

Beweis. f : M — N ist stetig. Somit ist auch f : M — f(M) C N stetig bzgl.
der durch N induzierten Topologie. Fixiere auf f(M) die durch N induzierte Topologie.
Dann ist f : M — f(M) bijektiv und stetig. Da M kompakt ist und f(M) T ist (da
N T, ist), folgt aus Satz 1.23, dass f : M — f(M) ein Homdéomorphismus ist. D.h. f
ist eine Einbettung. O

Lemma 2.26. [Erinnerung an die Analysis II]

1. Sei G C R™ offen,
f:GCR* —R"

glatt und
dfy - T.R" — Tf(x)Rn

ein Isomorphismus fiir ein x € G. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um x.
D.h. es existiert eine Umgebung U (x), auf der f ein Diffeomorphismus ist. (“Satz
iber den lokalen Diffeomorphismus”)

2. Sei G C R™ eine Umgebung von 0 € R™ und f : G C R™ — R" eine glatte
Abbildung mit f(0) =0

a) Ist m <n und dfy injektiv, dann existiert eine Karte (U, g) um 0, sodass
go f(u)=i(u),

wobei i : R™ — R™ mit i (u) = (u,0) die Einbettung bezeichnet.

b) Ist m > n und dfy surjektiv, dann existiert eine Karte (U, h) um 0, sodass
foh=m,
wober m : R™ — R"™ die kanonische Projektion bezeichnet.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Siehe Analysis II

2. Seien e; die kanonischen Basisvektoren im R™ bzw. R”.
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a)

Sei fiir 1 <1i <m a; := dfp(e;) und fir m <i <n a; € R" so, dass (a;)1<i<n
Basis des R™.
Sei nun A die lineare Abbildung mit a; — e;. Dann ist

F:GxR"Y™ = R"
(u,v) = A(f(u) +v
glatt mit

also existiert nach dem Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus eine Umge-
bung W C G x R*™™ von 0, sodass Fly : W — F(W) diffeomorph ist. Ab
hier seien alle Funktionen auf W bzw. geeignete Bilder von W eingeschrénkt.

Flodof u™ A(f(u) +0= F(u,0) = (u,0)=i(w).
Also ist (A~1(F(W)), F~1A) eine gesuchte Karte.

Hier sei ap41, ..., a;n, Basis von Ker(dfy) und aq, ..., a, so, dass fiir alle i < n
dfo(a;) = e;. Sei A hier deshalb die durch e; — a; charakterisierte Abbildung
und 7 und ¢ seien die Projektionen

T (X1 ey Tyy) = (1,00, Tpy)
O (X1, ey Tin) > (Tptly ooes Tin)-
Dann ist
F:R" >R'xR™"™ F:=(foA,p)

glatt mit dFp = id, also existiert nach dem Satz iiber den lokalen Diffeomor-
phismus ein W C G, sodass F|y : W — F(W) diffeomorph. Dann gilt

f(A(u)) = = (v),

foAdoF':v= F(u) = (f(Aw)), p(v) b w5
m(v)

also ist hier A o F~! die gesuchte Kartenabbildung.

Ubertragung auf Mannigfaltigkeiten

Satz 2.27. Sei f: M™ — N™ eine glatte Abbildung, © € M und

ein Isomorphismus. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um x € M, d.h. es existiert
eine Umgebung U(x), so dass

ein Diffeomorphismus ist.
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Beweis. Man wiihle eine Karte (U,¢) um z und (V,1) um f(z) und wende das obige
Lemma auf ¢ o f oo~ ! an. O

Satz 2.28. Seir f: M™ — N" eine Immersion. Dann existiert zu jedem x € M eine
Umgebung U(x) C M, so dass f : U(x) — N eine Einbettung ist.

Beweis. Sei (U, ) eine zulissige Karte um = € M mit $(z) = 0 und (V,¢) eine zuléissige
Karte um f(z) € N mit ¢(f(z)) = 0. Nach Voraussetzung ist d(¢ o f o g~ 1)g injektiv.
Mit dem obigen Lemma existiert also eine Koordinatentransformation g auf 1/1(‘7), SO
dass B B

go (o fod ") (@)= (a,0)=i(a) ViU c §U).

Sei U := ¢ 1(U), und ¢ := @y, dann ist (U, ) eine Karte um = € M. Die Karte (V, 1))
um f(z) sei definiert durch

Yi=god, V=4 (g((V) na (D).
D.h. f hat die Kartendarstellung 1 o f o ¢! =4 auf U. Somit ist
flo:U— N
eine Einbettung. O

Satz 2.29. Sei f : M™ — N™ eine Einbettung. Dann ist f(M) C N eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und die Abbildung

mit der Untermannigfaltigkeitsstruktur auf f(M) ist ein Diffeomorphismus.
Beweis. Nach Satz 2.28 existiert der folgende zuléssige Atlas auf M:

Anr =3 (U, ¢) (U, ) ist eine Karte um € M und es existiert eine
e # | Karte (V, ) um f(z), so dass 1o f oot =i auf p(U)

Insbesondere gilt:
1,[)(Vﬂf(M)) :¢(V)ﬁ{xm+1 = :a;‘n:()}.

D.h. f(M) ist eine Untermannigfaltigkeit von N. Die Abbildung f : M — N ist ei-
ne Einbettung, d.h. f : M — f(M) ist ein Hom6éomorphismus bzgl. der induzierten
Topologie auf f(M). Analog zu den Satzen 2.1 und 2.4 folgt, dass

Arony = {(f(U), ¢ 0 f71) [ (U,p) € A}
ein Atlas auf f(M) und die Abbildung

[ (M, An) — (f(M), Asar)
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ein Diffeomorphismus ist. Es bleibt zu zeigen, dass Ay ein Atlas ist, der durch Unter-
mannigfaltigkeitskarten entsteht. Sei (f(U), oo f~) € Ay und (V,¢) eine Karte um
f(x) mit 1o fop !t =iauf o(U), dann folgt

pofop !t = jauf )
= fop™ = ¢l auf p(U)

-1
= pofT = Ylyapw
S—— —_——
€Az ) cAUME

0

Definition. Sei f : M™ — N" eine glatte Abbildung, m > n.y € N heift reguldrer Wert

von f, falls
dfy : TyM — TyN

surjektiv ist fiir jedes z € f~1(y).

Satz 2.30. Sei f: M™ — N eine glatte Abbildung, m > n und y € N ein requldrer
Wert von f. Dann ist
B:=["ycM

eine m — n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M.

Beweis. Wir betrachten die von M auf B induzierte Topologie und konstruieren Unter-
mannigfaltigkeitskarten auf B. Sei x € B C M und ((7 ,®) eine zuldssige Karte von M
um z mit p(x) = 0. Sei weiter (V,1) eine Karte auf N um f(z) mit ¢ (f(x)) = 0. Laut
Voraussetzung ist

dfr T M — Tf(r)N

surjektiv. Somit ist auch
d(po fodt)y: TyOR™ — TyR"
surjektiv. D.h. es existiert eine Karte (W (0),h) mit W (0) € &(U), so dass
?,DOfO@,O_@W = lw.
=1

Die Karte U := ¢~ 1(h(W)), ¢ := h™! o |y ist eine Untermannigfaltigkeitskarte um
r € BCM,denn Vx € U

r€eB
S flr)=y
& 0=9(f(x))

= (Yo fop lop)(z)

Se(@) € 7(0)
& 0=pi(2) = o = pala),
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dh. o(UNB) = o(U) N1 0). O

Satz 2.31. Einbettungssatz von Whitney (1936)°
Ser M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine Finbettung

fo M"— R¥HL

Insbesondere ist jede glatte Mannigfaltigkeit M™ diffeomorph zu einer Untermannigfal-
tigkeit des R?"+1,

Beispiel 2.32. Untermannigfaltigkeiten
1. Der Graph einer glatten Abbildung f: M" — R™

B := graph(f) = {(z, f(z)) e M xR™ |z € M}

ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M"™ x R™.

Betrachte dazu die glatte Funktion
F:M"xR™ — R™
(,y) +— F(z,y):=f(x) -y
Es gilt B = F~1(0) und 0 ist ein regulérer Wert von F', denn Vz,y dF ) (0,e;) =
—€;.
2. Rotationsflichen
Sei f: (a,b) C R — R glatt mit f > 0.

M? = {(2,y,2) € R® | 2” +¢* = f(2)°}

ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3.

3. Gleichungsdefinierte Untergruppen von Gl(n,R)

O(n) == {A€GI(n,R) | A- A* = I,} C Gi(n,R) C R™

. . —1
1st eine %

die Funktion

-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Gl(n,R). Betrachte dazu

n(n+1)
2

F:Gl(n,R) — {symmetrische n x n-Matrizen} = R
A — A-A

O(n) = F~Y(I,,) und I, ist ein regulirer Wert von F.

®Ein Beweis steht in M.Hirsch: Differential Topology, Springer 1976
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2.6 Tensorbiindel und Tensorfelder

Als Vorbereitung wiederholen wir zunéchst einige Begriffe aus der Algebra, die wir im
folgenden benutzen werden.

2.6.1 Tensorprodukt von Vektorrdumen

Im folgenden bezeichne K den Vektorraum der reellen oder der komplexen Zahlen. Alle
Vektorrdume, die wir hier betrachten, seien Vektorrdume iiber dem Korper K.

Wir betrachten Vektorraume Vi, Vs, ..., V, der endlichen Dimension n; = dimg V; < oc.
Diesen Vektorrdumen werden wir einen neuen Vektorraum

VeoWh... V.
der Dimension nj -...-n, zuordnen, das so genannte Tensorprodukt von Vi,... V.

Definition. Eine r-lineare Abbildung ¢ : V3 x ... x V,, — W in einen Vektorraum W
heifst tensoriell, falls die folgende Universalititseigenschaft erfiillt ist: Zu jeder r-linearen
Abbildung f : Vi x...xV, — H in einen Vektorraum H existiert genau eine lineare Ab-

bildung hy : W — H so dass hyot = f gilt. 1%

Satz 2.33. Es ezistiert eine tensorielle Abbildung
t:VixVox...xV,— W.

Diese st bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. D.h. seien die Abbildungen t : Vi X
XV, — W und t : V1~ X ... x V., — W tensoriell, so existiert ein Vektorraum-
Isomorphismus o : W — W so dass pot =1 gilt.

Beweis. Eindeutigkeit: Aus der Universalititseigenschaft folgt, dass eindeutig bestimmte
lineare Abbildungen h; : W — W und hy : W — W mit der Eigenschaft h;ot = ¢ und

P . h; -
hiot = t existieren. W 114
ht
o~
i
Vix...xV,
Dann gilt hy o hyot = t. Andererseits gilt natiirlich auch idy ot = t. Wir betrachten das
hioh;
Diagramm W ] W
Idw
Tt /
t
Vix...xV,

Aus der Eindeutigkeit in der Universalitdtseigenschaft folgt:
idW = ht 9] h{.
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Analog zeigt man hj o hy = idy;.
Existenz: Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine tensorielle Abbildung von Vi, ..., V, zu

realisieren. Wir betrachten hier die folgende: Mit V" bezeichnen wir den dualen Vektor-
raum zu Vj, d.h. V7= {L:V; — K| L linear} . Wir betrachten nun den Vektorraum

W:={L:V{x...xV—K | L r-linear}
und die r-lineare Abbildung

t:Vix...xV, — W
(v17"'7v1“) — L('Uly---vvr)’

wobei Ly, . 4, € W folgendermafen definiert ist:
L(vl,m’w)(al, o) =0l(v) 0 (v) (o) € Vi)

Wir zeigen, dass die Abbildung ¢ : V3 x...xV; — W tensoriell ist. Sei dazu (a;1, . . . , ajn;)
eine Basis im Vektorraum V;. Dann sind die linearen Abbildungen

(L(alpl,...,arpr) | Ds € {1) s ’ns})

eine Basis im Raum der Abbildungen W. Sei nun f: Vi x ... x V., — H eine r-lineare
Abbildung. Dann definieren wir

hf(L(alply---yarpr)) = f(ale e 7a7ﬂpr) (*)

und setzen hy linear auf W fort. Dann gilt offensichtlich Ay ot = f und Ay ist eindeutig
bestimmt, denn (*) muss wegen hyot = f gelten. O

Wir fithren folgende Bezeichnung ein:

Definition. Sei ¢t : V] x ... x V., — W eine tensorielle Abbildung. Der Vektorraum
V1®...®V,: =W heiltt Tensorprodukt von Vi, Vs, ..., V... Weiterhin sei

tVix..xV, 5 Vie.. .oV
(V1,..y0p) — V1 Q... QU =1t(v1,...,0)

Der Vektor v; ® ... ® v, heiflt das Tensorprodukt der Vektoren wvy,...,v,.

Wiéhlen wir die Realisierung des Tensorproduktes aus Satz 2.33, so gilt

Viw...eV,={L:V{"x...xV’— K| L r-linear}

Eine andere Realisierung des Tensorproduktes findet man in F.W. Warner: Foundations of differen-
tiable Manifolds and Lie groups.
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und
V1 Q... 80U, := L(Ul,...,vr)‘

Nach Definition gilt
Vi@V, =spang{v1 ®---®uv, |v; € Vj,j=1,...,n}.

Da die Abbildung ¢ r-linear ist, hat man fiir das Tensorprodukt von Vektoren die fol-
genden Rechenregeln:
1. )\-(’U1®...®’U7«) :211®...®vj_1®)\vj®vj+1®...®vr ()\EK)
2 11®..001QWj+w) ®Vj1Q...0U, =01®..0U+11Q...0Vj_1 QW; ®
vj+1®...®vr .
Insbesondere erhilt man die folgende Basisdarstellung fiir Tensorprodukte von Vektoren:

Sei (ajl,...,ajnj) eine Basis von V}, j =1,...,r. Dann ist

(a1p, @ ... @arp, | pj 6{17"'7nj})

eine Basis von V1 ® ... ® V.
?’Lj .
Ist v; = > &Piajy,; die Basisdarstellung von v; € Vj, so ist
p;=1

11 R... v, :Z§1p1 o Erag,, ® . ® agyp,
die Basisdarstellung von v1 ® ... ® v,. Dies zeigt, dass
dimK(V1®...®V}) =N1- ... Ny .

Satz 2.34. Seien Vq,..., V., W und W endlich-dimensionale Vektorriqume. Dann gilt:

1. ViF@..@VFeW={L:Vi x...xV, — W | Lr-linear}
Insbesondere ist: V* @ W = Homg (V, W)

22VW =WV
3 (VawW)aW=VeWeW)=VaWeWw
4. (VoW)y*=V*e W*

Beweis. Die Behauptungen 2), 3) und 4) sind klar. Man schreibt den Isomorphismus
mittels Basen direkt hin oder benutzt die Universalitdtseigenschaft.

Zu 1.): Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V' gilt:
Vv o= (V¥
vy ¢y(c) =0o(v) firoceV”

Nach Definition und Satz 2.33 ist dann

Vi®.. . @V*@W ={L:Vix...xV,x W* — K| L (r + 1)-linear}
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Der Vektorraum auf der rechten Seite ist isomorph zum Vektorraum
{I::Vl X...xV,—W| Ilr—linear}.

Dieser Isomorphismus wird beschrieben durch L — L mit
n
L(vi,...,v) = ZL(vl, o, 07)ay,
j=1

wobei (ay,...,a,) eine Basis von W und (¢!,...,0") die dazu duale Basis in W* ist. [
Definition. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum.

r-mal s-mal

heifst Vektorraum der (r,s)-Tensoren iiber V' (oder der r-fach kovarianten und s-fach
kontravarianten Tensoren iiber V.

Speziell gilt:

TEO(V) = v*
TOV(WV) = v
TOOW) = K
TE(V) = {L:Vx...xVxV*x...xV*— K| L multilinear
r-mal s-mal
TCO(WVY = {L:Vx...xV —V| L multiinear
1
r-1ma.

(siehe Satz 2.34). Aus den Tensorprodukten iiber V' kann man eine Algebra bilden, die
Tensoralgebra iiber V.

T(V):= @ T*)(V) (Menge aller endlichen Tupel)

r,s>0
Das Algebrenprodukt ist gegeben durch:

T(r,s)(v) % T(f,é)(v) &) T(T—i—f“,s-l—é) (V)

(L,L) — L®L,

wobel

(L® L)(xq,... ,m,uﬂz,yl, .. ,ys+§) = L(xy,... ,xr,yl, YY)

T s+1 s+3§
'L(xr-i-la"'axT—‘rf‘?y . )

LY
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mit Z; eV, yj e V™.

Ist (ai,...,a,) eine Basis von V und (o?,...,0") die dazu duale Basis von V*, so ist
(O’il®...®0ir®a]’1®...®a]’5 | i € {1,...,%},jl E{l,...,n})

eine Basis von TV

Sei nun a;- = >, bija; ein Basiswechsel in V. Fiir die Kobasen im Dualraum V* ergibt
sich damit

, ,
o; = Z biloy

l

Dabei bezeichne b den i-l-ten Eintrag der zur Matrix B = {b;} inversen Matrix. Ein
Basisvektor aus T"*) transformiert sich dann aufgrund der Multilinearitit wie folgt:

L L/
o1 ®...00" Ra,'rR...Q0a,:
J1 Js
i1l1 1 il 1
= Zbll 10 ! ® A ® Zblr ror ® Z blr+1jlalr+l ® st ® Z blr+sjsajr+s
A Iy

lr+1 lr+s
= Y ph iy
N———
L

r-fach kovariant

b gt ewdrea,, ®.. . 0aq,,,)

r+1J1

s-fach kontravariant

Alternierende Tensoren

Im Vektorraum der k-fach kovarianten Tensoren iiber V existieren 2 wichtige Unterrdume,
der Vektorraum der alternierenden bzw. der der symmetrischen Tensoren. Es sei nun

TEOY =V g ... @V = @FV*.
———
k-mal

Definition. Eine multilineare Abbildung L : V x ... x V — K heifit alternierend,
wenn L(...,v,...w,...)=—L(...,w,...,v,...) fir alle v,w € V gilt. Der Vektorraum

A*(V*) = {L:Vx...xV —K | L multilinear und alternierend

k-mal

heiflt Vektorraum der alternierenden k-Formen auf V.

Aus den Vektorrdumen der alternierenden k-Formen kann man ebenfalls eine Algebra
machen. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung

A ARV AV — ARV
(w, o) — wAOo
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definiert durch

1

(wWAo)(Z1,y. . X)) = ol Z sgnm - w(xﬂ.(l), . ,:L’,r(k)) . U(:L’,r(k_,_l), e ,xﬂ.(k_i_l))
) ) Wesk+[

In diesen Formeln bezeichnet Sy die Gruppe der Permutationen der Zahlen 1,... k.

Definition. Die (k + [)-Form w A o heift das alternierende Produkt, Dachprodukt oder
wedge-Produkt von w und o.

Bemerkung. Manche Autoren multiplizieren in der Definition von w Ao noch zusitzlich
mit m
Satz 2.35. Das alternierende Produkt hat folgende Eigenschaften:

1. who=(-1)*onrw, w e ARV, 0 e AV

2. (WAo)An=wA (o An)

3. Fir 1-Formen w und o gilt wAC=w®R o — 0 Qw

4. Seien ot,...,cF € V* v,..., v, € V. Dann gilt
(01 ANGZA LA ak) (v1,...,v;) = Determinante der Matriz (ai(vj))l.jzl o
5. Ist (ob,...,0™) eine Basis von V*, so ist (6" A... Ao |1<i) <...<ip <n)

eine Basis von AF(V*). Insbesondere gilt fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V

dim A*V* = (Z) fir k<n=dimV und A*V*=0 firk>n

Fiir k£ = 0 setzen wir AV* :=K und M w:=X-w=:wA X fiir A € AV* w e AFV*,
Die Algebra

(A(V*) = Zn:Ak(V*), /\)
k=0

heiflt Algebra der alternierenden Formen iiber V.

Symmetrische Tensoren

Definition. Eine multilineare Abbildung L : V x ... x V — K heifst symmetrisch,
wenn L(...,v,...w,...)=L(...,w,...,v,...) fiir alle v.w € V gilt. Der Vektorraum

SFV*) = {L:Vx...xV—K| L multilinear und symmetrisch

k-mal

heiflt Vektorraum der symmetrischen k-fach kovarianten Tensoren iiber V.
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Aus den Vektorrdumen der symmetrischen Tensoren kann man ebenfalls eine Algebra
machen. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung

o: SE(VN) x SH(V*) —  SEFH(V)
(w,0) — woo

definiert durch

1
(woo)(xy,...,Tryy) = m Z W(Zr(1ys s Ta(k)) " O(Tr(hg1)s - - - s Tr(lotl))

ﬂ'ESk+l

Definition. Der (k + [)-Tensor w o o heifit das symmetrische Tensorprodukt von w und
.

Satz 2.36. Das symmetrische Tensorprodukt hat folgende Figenschaften:
1. woo=0ow
2 (woo)on=wo(son)

3. Fir 1-Formen w,o gilt: woo = %(w@a +oRw)

4. Ist (o,...,0™) eine Basis von V*, so ist (0t o...o0% | 1<i;3 <ip<...<
ix <n) eine Basis von S¥(V*). Insbesondere gilt:
kE—1
dim S*(V*) = <”+k >

Fiir k = 0 setzen wir SO(V*):=K und AoT =X-T=To fir A€ SO(V*)=K,T ¢
SE(V*).
Die Algebra

(S(V*) = i SE(V), o>
k=0

heifst Algebra der symmetrischen, kovarianten Tensoren iiber V.

Man kann Tensoren mittels linearen Abbildungen von einem Vektorraum auf einen an-
deren iibertragen.

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. f induziert eine Abbildung auf den kovarianten
Tensoren

foTEOW = ok — ThOy = @y
T —  f*T  mit
F Ty, o) =T (f (1), fr), v €V

f*T heiftt der durch f aus T induzierte Tensor. f* heifst die induzierte Abbildung auf
den Tensorprodukten.
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Ist f : V — W sogar ein Isomorphismus, so kann man allgemeiner die folgende Kon-
struktion machen: Wir betrachten die duale Abbildung f*: W* — V* zu f:

(ffo)(w) =0o(f(v)), oW vel.
Dann induziert f eine Abbildung
FraoTEO Ty
T — f'T
wobei
(1, vp 0t 0%) = T(f(v1), ..., f(ue), o), ., 5 H0®) v €V,0f € V*
Satz 2.37. Fiir Tensoren B, B und lineares f gilt:

f*(B® B) = f*(B)® *(B).

2.6.2 Tensorbiindel und Tensorfelder auf Mannigfaltigkeiten

pr1 und pro seien hier die Projektionen von Paaren auf erste bzw. zweite Komponente.
d.h. pri(z,v) := x und pra(z,v) == v

Definition. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit, K = R oder K = C. Ein Tripel
(E,m, M) heift glattes Vektorbiindel vom Rang r {iber M, falls
1. FE ist eine glatte Mannigfaltigkeit, 7 : E — M ist glatt.

2. E ist lokal-trivial, d.h. zu jedem x € M existiert eine Umgebung U(x) C M und
ein Diffeomorphismus ¢y : 771(U) — U x K", so dass m = pry o ¢y.
3. Die “Fasern” E, := 7 (x) C E sind K-Vektorrdume und die Abbildungen

bUz =praodule, : Er — K"

sind Vektorraumisomorphismen.

Dabei heikt E Totalraum, 7 die Projektion und M Basis des Biindels. Das Paar (U, ¢r)
heifst Biindelkarte oder lokale Trivialisierung und

acl

heifst Bundelatlas.

Beispiel 2.38. Beispiele fiir Vektorbitindel

1. SeiU C M offen, (E,w, M) ein Vektorbiindel iiber M. Dann ist (E|y := 7~ 1(U), 7|y, U)
ein Vektorbiindel iiber U.

2. (M x K", pry, M) ist ein triviales Vektorbiindel.
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3. Das Tensorbiindel iber M

Sei x € M. T, M ist der Tangentialraum an M im Punkt z und T; M der Kotan-
gentialraum an M in z.

T (T, M) ®T*M®®TM
Sei (U, = (x1,...,2,)) eine zulidssige Karte von M. Dann ist

(8%(9;),... ,%(@)

eine Basis in T, M und ((dz1)s, - .., (dz,)s) ist die duale Basis in 7y M. Somit ist
0 o
u, Jk € {17 7n}}

0
0z, @)®-- oz, (@)

eine Basis in T("*) (T}, M ). Abkiirzend schreibt man auch dxﬁ@% I=(i,...7), J =

(jla e 7j5)-

TN = | | 70T, M)
zeM

7:TSM — M

TN (T,M)>B ~— =z

Insbesondere ist

TEOM = T*M = |J TyM das Kotangentialbiindel und
zeM

TOUM = TM = | T.M das Tangentialbiindel.
zeM

Satz 2.39. Das Biindel der (r,s)-Tensoren T = (TS M, 7, M) ist ein glattes
Vektorbiindel vom Rang n"™* iiber M.

Beweis. In mehreren Teilen:
a) erster Teil der Definition von lokalen Trivialisierungen von T:
Sei Aps ein zuldssiger Atlas auf M, (U, ¢ = (x1,...2,)) € Ap. Dann ist

{wh.o w17}
Oz g

eine Basis in T (T, M).

Die Bijektion

qg(U,gD) : 7T_1(U) — o(U) x K
sei definiert durch
TCSNT,M) 3 By = (21(x), ..., 20(2), (B )1.g) = €U,

wobei B, =3 ; Bidrl @ %(m).
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b) Definition der Topologie auf T M:
Sei Ay ein zulissiger Atlas auf M. O C T%) M heift offen, falls

SO N7 HU)) CR* x R™™"

offen ist fiir alle zuldssigen Karten (U, ) € Ajs. Dies definiert unabhéngig
von der Wahl des zuldssigen Atlas eine Topologie auf T(*) M, die Tj ist und
eine abzihlbare Basis hat, da M und R* diese Eigenschaften haben.

c) T M ist eine glatte Mannigfaltigkeit:
Die Kartenbereiche des Atlas

Ap = {(m U, dwy) | (U, 0) € An}

iiberdecken ganz T M und die Abbildungen (;B(U,cp) sind Homo6omorphismen.
Somit ist 7"*) M eine topologische Mannigfaltigkeit.
Seien (U, p = (21,...,2y)), (VoY= (y1,...,yn)) € Ay mit UNV # (), dann
ist der Karteniibergang
DV © 55(;}780) cp(UNV)xRY™ — (UNV)xR"
(21, .. ,a:n,ag) = (Yo l(zy,... ,wn),bf)
1

r+s r+s

glatt. Dies folgt einerseits aus der Glattheit von ¥ o¢™" und zum anderen aus
dem Koordinateniibergang von a{ nach bf—f . Aus den Sétzen 2.9 und 2.11 folgt

namlich
Iz;la{]dm‘] ® 8%1
_ I e toy)iy 4 k O~ top), 8
= IZJ(IJ <k2178rk1 ldy1®®% arjs ayls)
™! o) (W' op)
I 11 s K 8
_ e Lo ook (i g0 )
I;Lzzj: YT o, Oz, ( vRE B
b
und d.h.
ooty =3 e low)y A o) W o)., AW lop), o
ki, ke —~ Oz, Oy, 0z, oz, J

Diese Abbildung ist offensichtlich glatt.
d) 7:T"M — M ist glatt:
Betrachte die Kartendarstellungen von m. Seien (U, ¢), (V,9) € Aps.

W) owoé(_[]{@)(azl,...,a:n,ag) = ) ow(IZJag(d:E‘])w ® 8%1(33)

= Y(x)
= '¢ (¢} go_l(fl,’l, - ,.’En)

1o @~ ist glatt und somit ist auch 7 glatt.
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e) lokale Trivialisierung von (T M, 7w, M):
Sei € M und (U, ) € Ay eine Karte um z.

r+s

¢(U7SD) = (So_l X Zd) ] Qg(U,QO) : W_I(U) ¢H) SO(U) « IRnr-‘-s - U Rn

sei eine Biindelkarte iiber U. Es gilt:
1. ¢,p) ist nach Definition ein Diffeomorphismus.
ii. pryo qb(U#)) =T

Und die Abbildung

- 190 oY z) — RV
(2)

© )
Z;]ff( Ne® g7 (@) = (a))

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Spezialfille:

a) Das Tangentialbiindel TM™ ist eine 2n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit
mit folgendem Atlas:

Sei (U,¢) € Ay, ¢ = (21,...,%p). Sei weiter t, € T, M, t, = 1" 1528931( z).

S (te) = (p(x), dpu(ts)) = (21(2), - .. wn(2), €, E7)

(TM, 7, M) ist ein glattes Vektorbiindel vom Rang n.

b) Das Kotangentialbiindel 7% M ist eine 2n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit
mit folgendem Atlas:

Sei (U, ¢) € Am, = (21, ..., 2y). Sei weiter L, € TiM, Ly =" | ni(dz'),.
¢(U,4p)(LI) = (.Tl(flf), v ,.’ﬂn(l’), My 77771)

(T*M,w, M) ist ein glattes Vektorbiindel vom Rang n.
¢) Analog zu Satz 2.39 zeigt man, dass

A= U A

zeM

eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n + (}}) ist, so dass (/\k M7, M)
ein glattes Vektorbiindel vom Rang (}),
das Biindel der (alternierenden) k-Formen ist.

Basen fiir die lokale Trivialisierung:

{(dm“)x/\/\(dx%)x|1§zl<<zk§n}
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d) Die Menge

S*M = | ) sHTrMm)
zeM
ist eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n+ ("H,:_l), so dass (S¥M, 7, M)
ein glattes Vektorbiindel vom Rang (”H]z_l),
das Biindel der k-fach kovarianten Tensoren iiber M ist.

Basen fiir die lokale Trivialisierung:
{(dzj) )z oo (dey)s |1 <idp <+ <idp <n}
Definition. Sei £ = (E, 7, M) ein glattes Vektorbiindel. Eine glatte Abbildung
s:M—F

mit m o s = idys heilt glatter Schnitt des Biindels . Mit I'(E) wird die Menge aller
glatten Schnitte von & bezeichnet. (I'(E) = C*°(M, E))

Bemerkung. I'(E) ist ein C*°(M)-Modul:

F(E) D 81,82 > 81+ S2 € F(E)
(s1 + s2)(z) := s1(z) + s2(x)
Co(M)xT(E)>(f,s) — [f-sel(F)
(f - s)() := f(z) - s(x)
Definition. Sei (E, 7, M) ein Vektorbiindel vom Rang r, s1,...,s, € I'(E|y), U C M

offen, so dass (si(x),...,s,(x)) fiir alle x € U eine Basis in E, ist. Dann nennt man
(s1,...,5sr) eine lokale Basis in (E,m, M) iiber U.

Bemerkungen:

1. Ist ¢y : 71 (U) — U x K" eine Biindelkarte und (ai, ..., a,) eine Basis in K", so
sind s; : U — FE definiert durch

si(x) == q@l}l(az,ai), relU

(¢=1,...,r) eine lokale Basis von E iiber U.

2. Ist (s1,...,s,) eine lokale Basis von E iiber U, so definiert

oy 7 HU) — UxK"
reU E,2v = (2,6 ...,€)
wobei v = >I_, &'s;(z) ist, eine Biindelkarte von E iiber U.

Satz 2.40. Sei (E,m, M) ein glattes Vektorbindel und s : M — E mit mo s = idy
gegeben. Sei U = {U,} eine offene Uberdeckung von M, (Say,---,Sa,) €ine lokale Basis
von E dber Uy und sly, = > 11 &Y 8q,. Dann ist s € T'(E) genau dann, wenn

e C®Uy) i=1,...,rVU, €U
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Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

Folgerungen:
1. Ist (U, = (x1,...,x,)) eine zuldssige Karte und

dm“@%:U — TCS M|y
x (dazl)x®a%](a;)

Dann ist (dz! ® %)LJ eine lokale Basis von T M iiber U.

2.8 B: M 32+ B, € T")(T,M) gegeben. Dann ist B € T'(T("*) M) genau
dann, wenn BY € C°°(U) fiir alle I, .J, wobei

0
B, =Y Bf(x)(dz"), ® 8—w(x).
1,J
Insbesondere gilt: X(M) = I'(T'M).
Definition. Ein glattes Tensorfeld von Typ (r,s) r € N, s = 0,1 ist eine Abbildung

C>®(M) ,s=0

B:%(M)T—>{ ) s—1

die C°°(M)-multilinear ist, d.h.
B(...,fl -X1+f2'X2,...) :fl B(,Xl,)+fQB(,X2,)

fiir alle X1, Xy € X(M) f1, fo € C®°(M).
X(5) (M) bezeichnet die Menge der (r, s)-Tensorfelder iiber M. X("%) (M) ist ein Modul
tiber C*°(M).
Beispiel 2.41. Bezispiele fiir Tensorfelder
1. Die Induzierte Riemannsche Metrik
Sei M C R¥ eine Untermannigfaltigkeit.

X(M)={X e C®°(M,R") | X(z) e ,M Vxe M}

Die induzierte Riemannsche Metrik g : X(M) x X(M) — C°°(M) ist definiert
durch

9(X,Y)(2) := (X(2),Y (2))pn-
g ist ein symmetrisches (2,0)-Tensorfeld.

2. Sei M = R®. Dann ist
B:X(R3) x X(R%) — X(R3)
(X,Y) = XxY
(X xY)(z) := X(z) x Y(2)

ein (2,1)-Tensorfeld.
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3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist der Kommutator

[, ] : XM)xX(M) — X(M)
(X,Y) — [X,Y]

kein Tensorfeld, denn [fX,Y] = f[X,Y] - Y (f)X.

4. Sei (U, = (x!,...,2™)) eine zulissige Karte. Die duale Basis {da:l, .. ,d:z:"} von

{%""’8% ist definiert durch
(dx")(X) = E;E C>(U) fir
X@) = L@k eeU
(A (X)) = (dh)a(X ()

Definition. Seien B; € X9 (M) und By € X("2:0)(M). Dann ist das Tensorprodukt

B ® By € X(n+720)(Af) von B; und By definiert durch

(Bl X BQ)(Xl, e 7Xr1+r2) = Bl(Xl, e 7Xr1) . BQ(Xrl—i-h c 7Xr1+r2)

Beispiel 2.42. Tensorprodukt fiir kanonische Basisfelder

Sei (U, = (x1,...,xy,)) eine zuldssige Karte, und bezeichne
0 d#JT
h=¢{1 I =17

mit Reihenfolge

dann ist mit dz;, @ --- @ dx;, € X0(U)

) ) .

dry, @ - @ da; (=, ..., ——) =16
(s, @ @ i) (5,5, -) = 0

und damit
(dl’Zl@@d:L‘ZT)(Xl,,XT): il fnr’

n
: _ o)
wobel X] = E 15?@.
o=

Satz 2.43. Lokalisierungssatz fiir Tensorfelder

Sei B € X (M) mit s € {0,1} und (X1,...,X,), (X1,...,X,) Vektorfelder auf M

mit X;(z) = X;(x) firi=1,...,r. Dann gilt

B(X1,...,X,)(z) = B(X1,...,X)(2).
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Beweis. Sei (U, = (m 1,-.-,%n)) eine zuldssige Karte um x € M. Sei f € C°°(M) mit
f(z) =1, supp(f) C U (ﬁir die Existenz von f siehe 2.48). Seien Y1,...Y,, € X(M)
definiert durch 5
W) a5(y) yel
}/Z' = 8I1
w=1{}

, sonst
Dann ist . .
FXi=> 80y, fXi =) &y,
j=1 Jj=1
und somit
B(Xla 7Xr)(m) = f(x)rB(Xrﬂ 7XT)(‘T)
=1

= (f"B(Xy,...,X;))(x)
= B(fg(l,...,er)(ac)

= B(Y €9Y,,.... Y €Y;)(a)
J1=1 Jr=1
_ f: ¢lr...¢rirB (le"'ijr)> ()
j17"'7j7‘:1
=Y ) @B )@
]17~~-7]r:1

aus f(z)X;(z) = f(z)X;(z) folgt jedoch i (z) = £Wi(z), d.h

B(X1,... . Xo)(@) = Y &) &7 (@)B(Y,,..., V) (@)

jlv"'vj'rzl

Analog rechnet man dies fiir B(X1,...,X,)(x) und daraus folgt dann die Behauptung.
O

Folgerung. Ein Tensorfeld B € X("*)(M) mit s € {0,1} lisst sich auf eine offene
Teilmenge U einschrinken. By € X("%)(U) ist definiert durch

A~

By(X1,...,X.)(z) = B(X1,...,X,)(z),

wobei z € U, X; € ¥(U), X; € X(M) mit X;|y = X;. Ist insbesondere (U, =
(z1,...,x,)) eine zulissige Karte und B € X0 (M), so ist

n
Z Bil...ir d.’L‘Z'l Q- ®dl‘ir,

11,0000 =1

cx(™0 (1)

wobei By, ;. € C®°(U) definiert ist durch B;, ;. := BU( i).

Oz’ ) O,
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Satz 2.44. Es existiert eine bijektive Beziehung

xr(M)  «—  T(TC)(M)) (s=0,1)
B —  (M>3z— B, €T")(T,M))
fﬁT’ v; € T, M wihle X; € %(M) mit XZ({L‘) =V
By(vi,...,v) = B(X1,..., X,)(x)
B ¢+ (M>3zw By) e (T")(M))

B(Xi,...,X,)(x) = B, (Xi(z),..., X, (x))

Definition. Sei ¢ : M — N eine glatte Abbildung und B € ("9 (N). Dann induziert
dies ein Tensorfeld ¢*B € X0 (M) durch

(¢"B)(X1, ..., X;)(7) := By(y)(dpo(X1(x)), ..., do(X; (7)) X; € X(M)

¢* B heiftt induziertes Tensorfeld.
Eine k-Form auf M ist ein alternierendes (k,0)-Tensorfeld

w: X(M) % -+ x X(M) — C%(M)

k-mal
mit den Eigenschaften
o w ist C°°(M)-linear
e w(...,.X,....Y,..)=—w(....Y,....X,...)
QF (M) bezeichnet den Modul der k-Formen iiber M.

Bemerkung. Es gilt QF(M) ~ T(AF M).

2.7 Die “Zerlegung der 1” auf einer glatten Mannigfaltigkeit

Die “Zerlegung der 1”7 hat eine zentrale Bedeutung fiir die Analysis und Geometrie auf
Mannigfaltigkeiten. Grofsen, die man im R™ kennt, kann man dadurch auf Mannigfaltig-
keiten “zusammenkleben”; zum Beispiel das Integral oder Skalarprodukte.

Definition. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit, A ein zuléssiger Atlas auf M. Eine abz&hl-
bare Familie { f,,},-; von nicht negativen Funktionen f,, € C°°(M) heift Zerlegung der 1
zu (M, A), falls
1. Fiir alle n € N ist supp f, := cl{z € M | f,(x) > 0} kompakt und in einer Karte-
numgebung von A enthalten.

2. Die Familie der Mengen {supp f,},., ist lokal endlich, d.h. zu jedem z € M

existiert eine Umgebung U(z) so dass U(x) Nsupp fr, # 0 nur fiir endlich viele
n € N.

3. %fn(m)zl Vo e M.
n=1
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Bemerkung:

[e.e]
> fn ist nach 2.) eine C*°-Funktion, da fiir alle x € M die Summe auf einer Umgebung
n=1

U(x) endlich ist.

Lemma 2.45. Ist eine Familie von Mengen (A,)2, A, C M, lokal-endlich und K C
M kompakt, so schneidet K nur endlich viele Mengen aus (A, )22

n=1-

Beweis. Da zu jedem x € M eine Umgebung U(x) C M mit U(z) N A, = 0 fiir fast alle
n € N existiert und K C M = (J,¢;, U(2) gilt, gibt es endlich viele Mengen U(z;) mit

KcU(z)U---UU(zp)

Jedes U (x;) schneidet sich nur mit endlich vielen Mengen aus (A,)>2; und somit gilt das
auch fiir K. I

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass zu jeder Mannigfaltigkeit M und jedem
zuléssigen Atlas A eine Zerlegung der 1 existiert.

Lemma 2.46. Se: M eine glatte MF, U C M offen und K C U kompakt. Dann existiert
eine nicht negative Funktion f € C* (M) mit

flx > 0und supp f C U.

Beweis. In mehreren Teilen:

1. Behauptung: Fiir jedes © € U existiert eine Umgebung V(z) C U und eine nicht
negative Funktion f, € C°°(M), so dass fz(z) > 0 und supp f, C V().

Wihle eine Karte (V (), ) um x mit ¢(x) =0 und V(z) C U. (V(z)) C R™ ist
eine Umgebung von 0. Wéhle ein € > 0, so dass cl(K(0,¢)) C o(V (x)).

—1/t?
p(t) == { ¢ , falls £>0 ist eine C'°°-Funktion auf R.

0 ,falls t <0

fz € C°°(M) wird definiert durch

o [ PE eI Rl y € V()
S 0 falls y € M\ V(x)
Es gilt: f.(x) = p(¢?) > 0 und supp f, C ¢ (el K(0,¢)) C V(z) C U.
2. Konstruktion von f:

Sei x € K C U. Wéhle f, € C®(M) wie in 1). W(x) := {y € M|fz(y) > 0} ist
eine offene Teilmenge von M.

cd W(z) =supp f C V(z) CU (%)
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K c |J W(x). Da K kompakt ist, existiert endliche Teiliiberdeckung:

rzeK
KcW(x)U...UW(xy)
Sei nun
f=1fe, +... 4+ fz, € CZ(M)
dann gilt:

e f ist nicht negativ.
o flx >0, daeszujedem x € K ein z; gibt mit z € W (z;) und f;,(x) > 0 und
fx](x) >0 fiir ¢ # 4.

und
suppf =c{ye M|f(y) >0} =cd(W(x1)U...UW(zy,))

=cdW(z1)U...UcdW(zy) (é)

O

Satz 2.47. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit und A ein zuldssiger Atlas. Dann ezistiert
eine Zerleqgung der 1 zu (M, A).

Beweis. In mehreren Schritten:

L. Sei A = {(Ua,¥a)}gen- O-B.d.A. kénnen wir annehmen, dass U = {Uqy},ep €ine
abzéhlbare, lokal-endliche Uberdeckung und cl U, kompakt ist, denn nach Satz 1.27
existiert zu U eine solche Verfeinerung.

2. Behauptung: Es existiert eine offene Uberdeckung W = {Wa}qer von M mit

cd W, C U,.
Zu x € M existiert ein a(z) € A mit z € Uy (,). Wir wihlen eine offene Men-
ge O(x) mit clO(x) C Uy (2.B. so: 3JeK(p(x),e) C p(Uy). Wihle O(z) :=
¢ ' (K (¢(z),5)).) Dies ergibt eine offene Uberdeckung O von M. Nach Satz 1.27
existiert eine abzdhlbare, lokal-endliche Verfeinerung N = {Ny}, . von O, d.h.

a) M= |J Ni.
KEK
b) Ve M3r € K N, CO(x) C Uy yy)-

)
¢) {Ni}.cx ist lokal endlich.
d) el Ny C clO(z) C Uy fiir ein beliebiges = € M.
Sei a € A fix. J, := {k € K | cIN,, C U,}. Da {N,} lokal-endlich ist und clU,
kompakt, ist J, nach Lemma 2.45 endlich.

Sei nun W, := |J N,. Wy ist offen. W = {W,} ¢, ist eine abzahlbare Uberde-
Fieja
ckung von M

AW, = cl ( U NR> = | dan.cu.

Fieja /"ieja
Auferdem ist clW,, kompakt, da clW,, C clU, ist und clU, nach 1. kompakt ist.
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3. Definition der Zerlegung der 1:
Wir wenden das Lemma 2.46 auf cl/(W,) C U, an.

Es existiert eine nicht negative Funktion g, € C*°(M) mit go|law, > 0 und

Suppga C Uy. Sei g := > go. g existiert und ist eine C°°-Funktion, da {U,}
acA
eine lokal endliche Familie von Mengen ist und g, aufserhalb von U, verschwindet,

d.h. Y7 galy(a) ist fiir jedes » € M eine endliche Summe.
a€A

g(x) > 0 fiir alle z € M, da zu jedem z € M ein o € A existiert mit z € W, und
9o > 0 auf ¢l W, und gg > 0 fiir 8 # .

foi= feow<>

Es gilt:
a) fa >0, supp fo = supp ga C Us
b) {supp fa}aeca ist lokal endlich, da {Uys},cp lokal endlich ist.

Y. Ya
C)E:fa:aEA =1

a€eA g

Damit wird {fa},eca zu einer Zerlegung der 1 von (M, A).

Aus dem Beweis ergibt sich die

Folgerung. Sei M eine C'°°-Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein abzdhlbarer zuldssiger
Atlas

A={(Ua, ¢a) | a € A},

sodass

1. {U,},, ist eine lokal-endliche Uberdeckung von M.
2. cl U, ist kompakt fiir alle o € A.
3. Es existiert eine Zerlegung der 1 {fa} e zu (M, .A) mit supp fo C U,.

Satz 2.48. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit, U C M offen, K C M kompakt und
K C U. Dann ezistiert eine nicht negative Funktion f € C(M) mit flxg = 1 und
suppf CU.

Beweis. Wir wihlen einen Atlas Aaus der Folgerung und verfeinern ihn:

A={WHU¢MwH(a@€A}

(VN M\ K),elvamnrg) | (U’SD)EA}
= {(Ua, o) | @ € A}

r—’h\
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so dass entweder U, C U oder U, C M \ K. Sei {fa},cp eine Zerlegung der 1 zu A,

supp fo C U, und .
A:={a€eA| supp fa NK # 0}

Nach Wahl des Atlas A gilt: « € A = suppfo C Uy C U, demn fiir a € A kann
supp fo C Uy, C M \ K nicht gelten. Fiir

fi=) fa€C®(M)

ach
gilt dann:
1. f>0
2. flk =1, da fiir alle z € K und « € A aus fo(z) > 0 folgt, dass o aus A ist, d.h.
f‘K: Zfa‘KE L.

a€EA

3. suppf = |J supp fa C U.
ach

2.8 Orientierbare Mannigfaltigkeiten

Zur Erinnerung:

2.8.1 Orientierung eines Vektorraumes | mit Dimension n

Es sei
B (V) = Menge der Basen in V.

Wir fithren darauf eine Aquivalenzrelation ein:
a=(ar,...,ap) ~b=(b1,...,b,) <= det My >0,
dabei bezeichne 9, , die Ubergangsmatrix von a nach b.

Definition. Eine Orientierung in V ist eine Aquivalenzklasse von Basen
[(a1,...,an)] € B(V),.

Bemerkungen:

e Es existieren genau 2 mogliche Orientierungen von V.

e Mit Oy wollen wir eine Orientierung von V' bezeichnen. Sei dann das Paar (V, Oy )
vorgegeben, so wollen wir a € B (V) /~ Dositiv orientiert nennen, falls a € Oy .
Anderenfalls heifit a negativ orientiert.
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Beispiel 2.49. Beispiele fiir Orientierungen von VR
1. Die Orientierung Ogn = [(e1,...,€,)] des R™, wobeie; = (0,...,0, 1 ,0,...,0),

i-te Stelle
heifit positive Orientierung des R".

2. Im R? sind (a1, as) € Og2 <= ¢ € (0,7), wobei

az
ad

ay

3. Im R3 gilt: (a1, a2, a3) € Ops genau dann, wenn sie die “rechte Hand Regel” erfiillen:

as

2.8.2 Orientierung auf Mannigfaltigkeiten

Definition. Sei M" eine C*°-Mannigfaltigkeit. Eine Orientierung von M ist eine Familie
von Orientierungen der Tangentialrdume

OM = {OTwM}zEM

mit folgender Eigenschaft: Zu jedem x € M existiert eine zulissige Karte (U, ¢ = (21, ...,2,)),
sodass fiir deren kanonische Basis gilt:

0 0
—(Y) ey fiir all
(83}1 (), . (y)) € Op,u firalley e U

M heifst genau dann orientierbar, wenn eine Orientierung Ojy existiert. (M, Ops) nennt
man dann orientierte Mannigfaltigkeit.

Sei (M, OM) eine orientierte MF. Eine zuléissige Karte (1/, QY = (a:l, cee ,{L’n)) heiflt positiv orientiert
bzw. negativ orientiert, falls
- ( ) o ( ) €O fiir all S
NN r e U
) 1 Y), ) ) Yy Ty M Yy

bzw.

0 0 .
(8—331(3’/)”8—%@)) ¢ O, fiir alle y € U
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Bemerkung. Sei (U, ¢ = (z1,...,%,)) eine zuldssige Karte und sei ¢~ := (—x1,z2,..., %),
dann gilt:

(U,¢) ist positiv orientiert <= (U, ) ist negativ orientiert

Beispiel 2.50. Bezispiele fiir orientierbare MF
e R™ C" und graph (f) mit f : Upgen C R™ — R™ sind orientierbar, da man sie
durch eine einzige Karte iiberdecken kann.
e S ist orientierbar, denn fiir 7 (£) = (cost,sint) ist Oy g1 = [y (¢)] eine Orientie-
rung.

Satz 2.51. M™ ist genau dann orientierbar, falls ein zuldssiger Atlas A auf M ezistiert,
so dass fir alle Karten (U, p),(V,9¢) € A gilt:

det (D (zp o go_l)so(x)) >0 fir alexeUNV

Beweis. (=): Sei O eine Orientierung von M. Nach Definition existiert nun um z € M
eine zulassige Karte (Uy, ¢ ), so dass

0 0
—(Y) sy fiir all ;
<83:1 ), . (y))EOTyM iir alle y € U,

Betrachten wir nun den Atlas A = {(Uz, ¢z)},cpr- Sei daraus (U, ;) und (Uy, ¢y) mit
U, NUy, # 0, dann ist mit z € U, N U, und der Transformationsformel fiir kanonische
Basen

D(pyoes') o) = zm( 20) (&) v

Ox; Oy;
Da aber nach Voraussetzung (U, ¢,) und (Uy, ¢,) positiv orientiert sind, gilt

deti)ﬁ( 5 )) (%(z)) >0 (k)

Ox;

Damit haben wir einen Atlas mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden.

(«<): Sei x € M und A der besagte Atlas. Sei weiterhin (U, ¢) € A eine Karte um =z,
dann definieren wir

onn = [( @i @)].

Wegen (%) und (xx) ist dies korrekt definiert und damit bildet

On = {01, M} pens

eine Orientierung von M. O
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Folgerung. Seien M und N orientierbar, so ist auch M x N orientierbar. Denn seien
(Uyp x Uny o X on) und (Vag X Vi, X 1) aus dem Produktatlas Apr«n , so gilt

D ((1/11 X 2) 0 (¢p1 % 802)_1) = < v (1/}100%_1) D (woo ¥z ') > '

Damit wird z.B. der n-Torus T = S! x ... x S1 orientierbar.

Satz 2.52. Fine n-dimensionale MF M™ ist genau dann orientierbar, falls eine n-Form
w e Q" (M) mit der Eigenschaft

wy #0 Ve e M

existiert.
Beweis. («): Sei w die besagte n-Form, so existiert fiir jedes z € M eine Basis (a1 (), ..., an(z))
in T, M mit wy (a1(x),...,ay(x)) # 0. Sei (by(x),...,b,(z)) nun eine weitere Basis dieser

Art, so gilt bekanntlich aufgrund der Schiefsymmetrie von w,

wy (a1(2), ..., an(z)) = det (zm(ai)(bj)) we (b1 (@), - .., bu(x)) > 0.

D.h. die Definition
OTzM = [((11(.%‘), e ,an(:r))]

ist korrekt. Wir zeigen nun, dass Oy := {Or, 0} 4epy eine Orientierung von M bildet:
Sei x € M und (U, ) eine zuldssige Karte um 2 und U zusammenhéngend. Aufgrund
der Stetigkeit ist dann nach dem Zwischenwertsatz entweder

0 0
o () g ) >0 e,

oder

0 0
Wy(g—m(y)a---aa—%(y)><0 Vy e U.

Im ersten Fall realisiert (U, ¢) die Orientierung, im zweiten ist es dagegen (U, ¢ ™).

(=): Hier benutzen wir die Zerlegung der 1: Sei A = {(Uj, ;) },c; ein abzéhlbarer Atlas
aus positiv orientierbaren Karten und { f;}, eine Zerlegung der 1 zu A mit supp f; C U;.
Zu jeder Karte ¢; = (z1,...,2,) definieren wir w; = dzy A ... Adz, € Q(U;) und

betrachten
W = Wi .
2 L
el (M)
Zu zeigen ist nun, dass wy # 0 fiir alle x € M: Sei (a1 (x),...,an (x)) € Or, 0, dann ist
(wi), (a1 (z),...,an (z)) > 0 fiir jedes x € U; und ¢ € I. Da nun

fi (@) (Wi, (a1 (), ... an () > 0, aber Y f; =1,

el
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existiert ein j € I mit f; > 0, so dass
wg (a1 (x),...,an () >0

O

Definition. Sei (M™,Oy/) eine orientierte Mannigfaltigkeit. Eine n-Form w € Q™ (M)
mit

wy (a1 (), ... an (z)) > 0 fir alle [(a1 (x),...,a, (x))] € O,
heift Volumenform von (M.Opu).

Satz 2.53. Sei M" eine Hyperfliche des R"T', d.h. M ist eine n-dimensionale UMF
von R™L dann gilt: M ist genau dann orientierbar, falls ein stetiges Einheitsnormalen-
vektorfeld existiert

p: M — R
t = p(z)e NM = (T,M)*

wobei ||p ()| = 1.

Da N,M = (T,M)>ein cin-
dimensionaler Unterraum ist,
existieren dort nur 2 Vektoren
der Linge 1.

Beweis. (=) : Sei Oy = {O1,0m},cpp eine Orientierung auf M, dann wihlen wir ein
p(z) € NyM mit || (z) || = 1, sodass

(U1, Un, o (2)) € Ognta.
———

GOTmM

Damit ist p (x) eindeutig bestimmt, denn mit einem weiteren (wq, ..., w,) € O, ergibt
sich
Myw O
0 < det (M) = det< o > = det My (wp) (%)

Stetigkeit von p: Fiir eine positiv orientierte Karte (U, ¢) ergibt sich aus den Eigenschaf-
ten des Vektorproduktes

(z) = aim(a:)x .x%(az)
P T @) % % 2 @)

Diese Abbildung ist stetig.
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(«): Sei u : M — R™"! ein stetiges Normalenfeld, so definieren wir
Or,mr = [(v1y .-, 00)] = (V1, ..., Vp, p (2)) € Ogn1.

Wegen Aussage (%) ist die Definition korrekt. Nun zur Orientierung: Sei (U, ¢) eine
zuléssige Karte und U zusammenhdngend. Aufgrund der Stetigkeit der Determinanten
ist

0 0
<8—m(y)”8—%(y)’u(y)>€ORn+l vyer
oder
oo (1) g ()1 (0) ) £ Opes Wy €U
85171 y7"'78xn Y),u\y Rnt1 Yy .
Im ersten Fall realisiert (U, ¢) die Orientierung, und im zweiten Fall (U, ¢ 7). O
Folgerungen:

L. S = {513 € R" M ||z| = 7“} ist orientierbar:

i
T8¢ = {v e R""| (v,z) = 0} ‘
somit ist p(x) = T ein Ein- v

—z
r

heitsnormalenfeld n(@) =

2. Gleichungsdefinierte Hyperflachen sind orientierbar :

Sei f : U C R"! — R eine glatte Abbildung und 0 € R ein regulérer Wert von
f, dann bildet
M™:= f71(0) c R"!

eine Hyperfliche mit T,M = {v € R"™| (v, grad f (z)) = 0}. Sei némlich v ein
Weg auf M mit v (0) =z und 7/ (0) = v € T, M, so gilt

0=7F((0) = [fen] =dfe(v) = (grad f (z),v) = 0.
Damit ist dann N, M =R - grad f (x) und

grad f (x)

) = Torad f ()]

3. Das Mobiusband ist nicht orientierbar:
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Narmalan an sin Méoivshand

Es existiert kein stetiges Normalenfeld!

2.9 Integration auf Mannigfaltigkeiten
Eine Integrationstheorie existiert auf jedem Mafraum (X, A, 1) mit Menge X, o-Algebra
A und Maf p. Welchen Mafraum nimmt man nun fiir Mannigfaltigkeiten?

Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge A C M heifst messbar
(Nullmenge), falls fiir alle Karten (U, ¢) eines zuldssigen Atlanten Ajys die Menge ¢ (U N A)
Lebesgue-messbar (Lebesgue-Nullmenge) ist.

Diese Definition ist korrekt, da beide Begriffe invariant unter C''-Abbildungen sind. Die
Menge der messbaren Teilmengen bilden eine o-Algebra, das Mak darauf definiert man
indirekt.

Wir wollen nun erkldren, was man unter dem Integral iiber eine n-Form w versteht. Dazu
setzen wir voraus, dass M™ eine orientierte Mannigfaltigkeit ist.” Wir bezeichnen dann

Qf (M) :={weQ(M)]|supp w=cl{xr € M|w, # 0} ist kompakt}
die Menge der n-Formen mit kompaktem Tréger, und
QY (M) ={weQ(M)|wy(a1,...,a,) >0 VY(a1,...,a,) € O,m}

bzw.

(M) ={we QM) |wy(ar,...,an) <0 VY(ai,...,an) € Or,m}

als Menge der positiven bzw. negativen n-Formen. Zur Abkiirzung schreiben wir kurz

0+ (M) := Qg (M) UQL (M) U QL (M)

"Fiir nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten, siehe “Sulanke/Wintgen: Differentialgeometrie und Faser-
biindel”
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Unser Ziel ist nun die Definition von

/w mit w € Qo+ (M)
A

Definition. Sei w € Qo+ (M) , A C M"™ messbar und enthalten in einer positiv-
orientierten Karte (U, ¢). Das Integral von w iiber A ist dann definiert durch

I : /w = / (wwogo_l) d\".
A

©(A)

Dies ist das Lebesgue-Integral der stetigen Abbildung w, o ¢~ ! iiber der Lebesguemenge
¢ (A) im R™, wobei w,, aus der lokalen Darstellung von w in U

wU:wwdajl/\.../\daz”
mit 5 5
Wy (T) = wy <8—a:1($)’ cees %(3«"0

kommt. (D.h. man integriert die lokalen Koeffizienten der Form w iiber dem Koordina-
tenbereich von A.)

Satz 2.54. Die Definition (I1) ist korrekt, d.h. sie ist unabhdngig von der gewdhlten
Karte.

Beweis. Sei A C U und ¢ = (x1,...,2,) und ¥ = (y1,...,yn) zwel positiv-orientierte
Kartenabbildungen auf U. Fiir die lokale Darstellung von w gilt dann die Transformation

w=wydry A... \dx, = det (D (zp o 90_1)<p(x)> cwydyr NN dyy

bzw
0 0 3 o )
“’“‘”):‘”(a—mv---’a—%) =det (D (v oy l>@<x>)W<a—yl’“-’a—yn>
Wy
daraus folgt jedoch
wwogp_l:detD 1/1090_1 'W¢°¢_10 ¢°90_1 ' (%)
T (@) T

Auf den Diffeomorphismus 7" : ¢ (U) — ¢ (U) wenden wir nun die Transformationsfor-
mel fiir Lebesgueintegrale an:

/ (ww o zp_l) a\" = / (ww op~to T) | det DT |
T (QD (A)) ©(A) >0 da orient.
P (A)
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ILA. liegt A jedoch nicht vollstéindig in einem Kartenbereich! Dies motiviert folgende

Definition. Ist w € Qo+ (M), A C M™ messbar und n = {(Uy, ¢q)} ein abzéhlbarer,
positiv-orientierter Atlas auf M mit Zerlegung der 1 {fa},ca, dann sei

nach Def.I;

Bemerkungen:

o Istw € Qf (M), so summiert man nach Lemma 2.45 iiber endlich viele Summanden.

o Istwe QL (M),sogilt [ fo-w>0bzw. [ fo-w<O0firalleacA.
ANUq ANUq

Satz 2.55. Die Definition Is ist korrekt, d.h. sie ist unabhdngig von den gewdhlten
(n,{fa})- Falls A in einem Kartenbereich liegt, stimmt sie mit der Definition Iy tuberein.

Beweis. In mehreren Schritten:
1. Unabhdngigkeit vom Atlas und der Zerlegung der 1

Sei 1 = (Vg,v3), {9} ein weiterer positiv-orientierter Atlas mit Zerlegung der 1,
dann ist

supp (fagpw) C Ua NU3

und damit

S [y

Y ANU, ANUq

Zgﬁ fo-w

B

endl. Sum.

- XY [ hwre=0)
“ B AnULNU,

Nun vertauschen wir die Summenzeichen. Dabei sei darauf hingewiesen, das fiir ein
fixiertes B nur endlich viele f,gg nicht verschwinden, da der Tréger von gg kompakt
ist. Es ergibt sich also

(5) = ; > [ g

«

endl. Sum.

=Y [ Show

B ANUg &,_/

= Z/gﬁ:‘w

B ANUg
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2.

Satz

Ubereinstimmung der Definitionen

Sei A C U in einem Kartenbereich einer positiv-orientierten Karte (U, ). Zu zeigen

ist nun, dass
/w@ogp Loy = Z / fo w

o(A)  AAU,
Es gilt nun (ANU,) C A C U, d.h wir kénnen fir [ f, - w die Definition I
ANUa
verwenden:
S [ e =3 [ Gewdestar
@ ANUq “ e(ANUa)
= 2 / (fao9™) - (wpo ) da"
* p(AnD)
®) / (Zfaogp 1) Wy 0@~ )d)\”
e(4)

=1

zu (x): Die Summe ist fir w € Qf(M) endlich und in den anderen Fillen haben
alle Summanden das gleiche Vorzeichen.

0

2.56. Seiw € Q. (M), dann gilt:

. Rechenmethode der Integralberechnung

Aus A = AgUJ;2, A; mit Nullmenge Ay und paarweise disjunkten, messbaren A;

ergibt sich
IEE

zlA

D.h. man zerlege A in disjunkte Teilmengen A;, die in Kartenumgebungen liegen
und berechne [ w mit Definition I;. Die Nullmengen kann man weglassen.

A;
Mittelwertsatz
Seiz € M, f € C* (M) und w eine Volumenform auf M, dann ist
Jfw
f(x)= lim Ui
U;—{z} f w

wobei limy;,_, ¢,y bedeutet, dass U; C o 1 (K, (¢(x))) zsh. mit &; — 0.
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3. Verhalten unter Diffeomorphismen

Sei & : M™ — N" ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, d.h. mit
(e1,...,6n) € Op, a1 ist (dPy(e1),...,dP.(e,)) € OT@(I)Nv so folgt

/<I>*w: /w
A o(A)

wobei natiirlich A C M messbar ist, und w € Qg 4 (M).

4. Verhalten bei Orientierungsinderung von M

(M, Onr) sei eine orientierte Mannigfaltigkeit und
—M := (M,—Op :={-On,m})

die Umkehrung der Orientierung in jedem Tangentialraum, dann gilt

=

Beweis. Fiir 1.) wendet man das Integral > an und auf [ ANU,, faw die entsprechenden
Eigenschaften des L-Integrals im R™.

3.) und 4.) folgen aus der Transformationsformel fiir das L-Integral im R"™ (Vgl. Beweis
von Satz 2.54). O

Bemerkung. Sei R (M) := {A C M| A ist messbar}. Dies ist eine o-Algebra auf M und
fiir jedes w € Qf 4 (M) ist

po :R(M) — R
A — /w
A
ein signiertes Maf. Ist dann f: M — [0, co] R-messbar, so gilt

[tana= [ 1
M A

Dadurch erhélt man eine Integrationstheorie auf M mittels n-Formen.

2.10 Der Satz von Stokes

Der zentrale Satz in der Integrationstheorie ist der Satz von Stokes:
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Satz 2.57. Sei M"™ eine Mannigfaltigkeit mit Rand OM und sei w € Qg;l (M), so gilt

/dw:/w
M OM

Diesen Satz wollen wir nun im Folgenden beweisen. Dies stellt lediglich eine Wiederholung
zum Grundkurs “Analysis IV” dar, da alle Beweise analog zu denen aus der Theorie der
Untermannigfaltigkeiten des R"™ gefiihrt werden.

Zuerst werden wir auf den Begriff der “berandeten Mannigfaltigkeit” eingehen. Danach
wollen wir wichtige Eigenschaften des Differentials einer k-Form wiederholen, bevor wir
dann im Anschluss den Satz von Stokes beweisen.

2.10.1 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir bezeichnen mit
R = {z € R"|z, > 0}

den “oberen” Halbraum mit induzierter Topologie.

Definition. M™ ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand: <=
1. M™ ist ein top. Raum mit T5-Eigenschaft und abzdhlbarer Basis.

2. Es existiert eine offene Uberdeckung U = {U,} aca von M und Homéomorphismen
Yo Uy — ﬁa C R}

3. a0 9051 sind C'"*°-Abbildungen.

e(x)n

Die Menge
OM = {z € M|es ex. Karte (U, ) mit ¢(z), =0}

bezeichnen wir als Rand von M. Die Menge

int M = {x € M|es ex. Karte (U, ) mit ¢(z), > 0}
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als Inneres von M.

Es ist nun klar, dass nur einer von diesen zwei Féllen eintreten wird. Denn sei z €
(OM Nint M), dann gibt es zum einen eine Karte

©1 - U, — 01 CR"”
mit € Up und ¢(z), > 0, und eine Karte
©a - Uy — f]g C RZL_

mit € Uy und ¢(z), = 0. Damit ist ¢ (U1 NUsz) offen im R™, ¢y (U1 NUz) C RY
jedoch nicht, da ¢ (z) € OR’}. Das Bild der offenen Menge ¢1 (U N Us) sollte unter dem
Diffeomorphismus @3 o cpl_l jedoch auch offen sein. Es gilt also

OMNintM =10

Aus der Konstruktion erkennt man leicht, dass es sich bei int M um eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit ohne Rand, und bei 9M um eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
ohne Rand handelt.

Ist nun M orientiert, so induziert dies eine Orientierung auf OM:

Definition. Sei (M",Oys) eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand oM # (). Sei
weiterhin z € OM, w = [y] mit v (0) = z und

v (—e,0] — M
dann heifst
Oon = {Or,00 = {(v1, ..., vn—1) | (w,v1,...,0n-1) € Om}ocom

die von Oy induzierte Orientierung auf oM.

2.10.2 Das Differential einer k-Form.

In Abschnitt 3 haben wir bereits das Differential einer glatten Funktion definiert. Dies
war die folgende Abbildung, die jeder Nullform (=Funktion) eine 1-Form zuordnet

d: C®(M) — QY (M)
f — df wobei df (X) := X(f)

Die lokale Darstellung von df beziiglich einer Karte (U, = (z1,...,2,)) ist gegeben

durch
df = ;:1 df <8zz> dz' = ;:1 oz, (f)dz".

Wir definieren jetzt das Differential auf den k-Formen fiir £ > 1, das jeder k-Form eine
(k + 1)-Form zuordnet.
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Definition. Die Abbildung

d: Qfm) —  QFL(an),

w — dw
sei definiert durch
k . A~
d(Xo,..., Xp) = > (~1VX; (w(XO,...,Xj,...,Xk))
=0
+ ) (-1)*Pw([Xa, Xg], KXo, Xy, Xg, oo Xa).
0<a<f<k

(Dabei bedeutet der "Hut” auf einem Eintrag X;, d.h. X’i, dass das entsprechende Vek-
torfeld weggelassen wird.) d heift Differential auf dem Raum der k-Formen, dw heifst
Differential von w.

Als Spezialfille erhdlt man beispielsweise fiir das Differential von 1- bzw. 2-Formen
1. Sei w € Q(M) eine 1-Form. Dann gilt

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y (w(X)) - w([X, Y]).
2. Sei w € N%(M) eine 2-Form. Dann gilt

dw(X,Y,Z) = X(wY,2))-Yw(X,2))+ Z(w(X,Y)
—w([X,Y],2) +w([X, Z],Y) —w(]Y, Z], X).

Satz 2.58. Figenschaften des Differentials
1. Die Abbildung d : QF (M) — QFYL(M) ist korrekt definiert und linear.

2. Seiw € QY(M) und (U, = (x1,...,2,)) eine Karte auf M beziiglich derer w die
lokale Darstellung w|y =) ; wrdx! habe. Dann gilt fir die lokale Darstellung von
dw

dwly =Y dwy Ada” .
I

8. dwAho)=dwAo+ (—1)%“wAdo.
4. ddw =0 fiir alle w € QF(M) und k > 0.
5. Ist F: M — N eine glatte Abbildung und w € QF(N), dann gilt

d(F*w) = F*dw.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
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1. Nach Definition ist d offensichtlich linear. Die Schiefsymmetrie von dw folgt aus der
Schiefsymmetrie der k-Form w bzw. des Kommutators [-, -]. Die C°°-Linearitét von
dw folgt aus den Rechenregeln fiir den Kommutator aus Satz 2.13. Man benutzt
dazu z.B. die Regel

FX.Y] = f[X,Y] - Y(f)X.

Also ist dw € QFFL(M).
2. Die k-Form w habe die lokale Darstellung

wly = Z wrdz!.
I
Nach 1.) ist dw eine (k 4 1)-Form, besitzt also eine lokale Darstellung der Form
3} 0
d = d e
ol S ) () e

J=(jo,--Jk)
1<jo<...<jr<n

k o~
Def 0 0 0 0 J
= E g (—1)” w e e ~dx” + 0,
7 [a:O 8.%]'& 8ij 8% 8%

0. _91—( benutzt wurde. Es folgt durch Vertauschen der Differentiale

8
QD
<

doly = ) [Zk: <%(w1)> - daj, A da!

J=(1,ja) a=0

~ 0
= Z ;%j(u}[)'dl‘j A dx!

I
= ZdUJ[/\d.'EI.
I

3. Wir diirfen O.B.d.A. w = fdz! und ¢ = gdz’ annehmen, da d linear und ei-
ne lokale Operation ist. Dann folgt durch die bereits bekannten Rechenregeln fiir
Differentialformen

dwhAo) = d(fde' Agde?)=d(fgdx’ Adx”) Z d(fg) A dxt A da?
L (gdf + fdg) Ada! Adz = df Adz' A gda? + dg A fdzt A da?
= df Nda! Ao+ dg AwAde? E (dw) Ao+ (—1)%E9w A do.

4. Wir beweisen die Behauptung zunédchst fiir £ = 0. Sei dazu f € C°°(M). Dann
gilt nach Definition des Differentials und unter Benutzung der Eigenschaften des
Kommutators aus Satz 2.13

d(df)(X,Y) = X(df(Y))=Y(df (X)) — df ([X,Y])

= X(Y(f) - Y(X(f) - [X.Y](f)
= 0.
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Sei nun k > 1 und w € QF(M) eine k-Form mit der lokaler Darstellung w =
> ;wrdz! . Dann gilt

d(dw) 23" d(dw! Adat) 23 [d(dw!) Adat — dwr A d(da?)] .
I I

Da w! € C®°(M) und dx! = dx;, A ... Adx;, ist, folgt d(dw) = 0 aus dem Fall
k=0.

5. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad von w.
Sei k=0 und f € C®(N) = Q°N). Dann gilt (F*f)(z) = f(F(z)). Also folgt

A(F* f)s(v) = d(f © F)y(v) = (df) pia) (dFe(v)) = (F*df)s (),

d.h. d(F*f) = F*df.

Wir setzen nun voraus, dass die Behauptung bereits fiir k-Formen bewiesen ist und
schliefen auf (k 4+ 1)-Formen. Sei also w eine (k + 1)-Form. Wie oben diirfen wir
0.B.d.A. annehmen, dass w = fdxg A ... A dzp =: drg A @ gilt. Dann ist © eine
k-Form, erfiillt also die Induktionsvoraussetzung.

d(F*w) = d(F*(dzo A®)) = d(F*dzo A F*®) 2 F*ddzg — d(F*®)
Y0 - F*(do) = F*(—do) = F*(d(dzo A @)).

2.10.3 Der Satz von Stokes fiir Differentialformen

Satz 2.59. Satz von Stokes. Sei M™ eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit,
OM der Rand von M , versehen mit der induzierten Orientierung und w eine (n—1)-Form
mit kompaktem Triger auf M. Dann gilt

/M = /E)Mw *)

Beweis. Sei A = {(Uy, pa)} ein Atlas auf M und {f,} eine Zerlegung der 1 zu A. Dann
ist w =), faw, wobei die Summe endlich ist, da supp w kompakt und die Familie der
Triager {suppfa} lokal endlich ist. Da die linke und rechte Seite von (x) linear in w sind,

geniigt es zu zeigen, dass
/ d(focw) = faw
M oM

gilt. Deshalb koénnen wir, um (%) zu beweisen, 0.B.d.A. annehmen, dass der Tréiger
supp w in einer Kartenumgebung U von M liegt.

Wir werden nun () durch direktes Ausrechnen beider Integrale beweisen.
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1. Berechnung von fM dw:

Sei (U, = (x1,...2y)) eine positiv orientierte Karte mit p(U) C R’. Besiiglich
dieser Karte ist w durch

—~ . d el 0
W—sz Ydxi A ... ANdz; A... Ndx,, mit wz—w<8—xl,...,axi,...,8—%>

gegeben. Wenden wir das Differential darauf an, so ergibt sich

n

dw = Zdwi/\dazl/\.../\dxi/\.../\da:n
i=1
n

= Zai(wi)daj‘j/\d.’L‘l/\...d/l‘\z‘/\.../\dlL‘n
i1 9%

Durch Einsetzen und Umformen des Integrals erhalten wir

/dw:U/dw

M
= / (dw)y 0 o™t dA,
<p(U)

— 2 1 /
ox;

e(U)

Sl

wobei die letzte Identitdt aufgrund des Satzes von Fubini gilt. Da supp w C ¢(U),
konnten wir beim letzten Schritt den Integrationsbereich iiber ganz R™ ausdehnen.
Nun unterscheiden wir zwei Fille.

oy tdA,

oz, (wjop 1 )(z) dz; dml...c@...dazn,

(%)

a) Ist i <n, so gilt

(%) = /R 8§:i (w; 0 go_l)(x) dx; = [wi o gp_l]iooo =0,

da supp w; kompakt ist.
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b) Falls i = n ist, gilt
> 0 -1 -1
(**) = 8—("‘}”030 )(l')d.’l?z = —W(QD (:L‘lv"')xn—l)o))'
0 Ln
Daraus folgt

/ dw = (—1)”/ wn, (gp_l(:rl, . ,.’L‘n_l,O)) dAp—1(z1, ... Tp_1).
M Rnfl

2. Berechnung von faMw:
Da suppw C U, ist suppw|gyy C OM NU. Ist (U, = (x1,...,2,)) eine Karte auf
M, so ist
(U N 8M, gO‘UmaM = (:L’l, e ,xn_l))
eine Karte auf OM, da der Rand durch x, = 0 charakterisiert ist.

Sei v(x) = —% der nach aufen zeigende Normalenvektor in T, M. Die folgenden
Basen von T, M in einem Randpunkt z € OM sind gleich orientiert:

@@:),%@),...,%(@) ~ <aixl(m),...,%ﬂ_l(az),(—l)”_ll/(azo

0 0 0
~ (@), (), (— 1)
(@ g (ah (-1 )
da die Vektoren %(m) und v(x) nach Definition in verschiedene Richtungen be-

ziiglich T,0M zeigen, v(x) nach aufen und %(az) nach innen. Also ist die Karte
(UNOM,p|lynon) des Randes positiv orientiert, falls n gerade ist und negativ
orientiert, falls n ungerade ist.

Die lokale Darstellung von w|ynans bzgl. der Randkarte ist

n
w|UmaM = Zwidarl Ao NANdxp N ... /\daj‘n|UmaM =wpdri A ... Ndx,_1,

i=1
denn fiir jeden Tangentialvektor %(w) eT,OM,j=1,...,n—1,ist
0
() (G (w)) =0

a) Sei n gerade. Dann ist
/w = / wndri A ... ANdTp_1
oM UnoM
= wnOSO_l d)\n—l(mla"'axn—l)
p(UNOM)

= / Wn (cp_l(ml, ey 1, 0)) dhp—1(z1, .. 1),
Rn—1
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b) Ist n ungerade, so ist

/ w= —/ Wn, (go_l(ml,...,mn_l,O)) dhp—1(z1, .. 1),
oM Rn—1

Damit ist die Behauptung fM dw = faMW bewiesen. U






3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen
Geometrie

Idee von B. Semi-Riemann (1954): Man kann alle geometrischen Objekte (Langen, FI&-
cheninhalte, Volumen, Winkel, Kriimmungen) durch ein einziges algebraisches Objekt
ausdriicken, der sogenannten “Riemannschen Metrik” g € T'(S?(M)), einem symmetri-
schen nicht ausgearteten (2,0)-Tensorfeld auf M:

g:xe€Mw—g,: T,MxT,M— R,

dabei ist g, ein Skalarprodukt auf T, M.

3.1 Riemannsche und pseudo-Riemannsche Metriken

Definition. Sei M™ C'*°-Mannigfaltigkeit. Eine Metrik auf M™ ist ein symmetrisches,
nicht ausgeartetes (2,0)-Tensorfeld g : X(M) x X(M) — C°°(M) auf M mit konstantem
Index, d.h.

g:xeEMw— g, : T, M xT,.M —R

und g, ist fiir jedes x € M eine symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform mit Nor-
malform

_1k
Tkt

Ln

Die Zahl k soll konstant bleiben und heifit Index von g. (k,n — k) heifit Signatur von g.
e Ist k =0, d.h. g, ein positiv-definites Euklidisches Skalarprodukt auf T, M, so heifit
g Riemannsche Metrik.

e Ist k£ =1, so heifit g Lorentz-Metrik. (Lorentz-Metriken benutzt man in der Rela-
tivitatstheorie.)

o 1 <k <n-—1,so heifit g pseudo-Riemannsche Metrik.

e Allgemein (also fiir beliebige k) nennt man g semi-Riemannsche Metrik.
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Ist g eine Metrik auf M™, so heifst (M, g)
e Riemannsche Mannigfaltigkeit < g Riemannsche Metrik

Lorentz-Mannigfaltigkeit < ¢ Lorentz-Metrik

pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit < g pseudo-Riemannsche Metrik

e semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit < g beliebige Metrik.

Jedem Vektor des Tangentialraumes lésst sich genau eine der folgenden Eigenschaften
zuordnen:

Definition. Sei g eine Metrik auf M, dann heifst v £ 0

e zeitartig < g, (v,v) <0
e isotrop (lichtartig) < g,(v,v) =0

e raumartig < g(v,v) > 0.

Lokale Darstellung einer Metrik

Sei (U, = (x1,...,zy)) eine zulédssige Karte, dann ist

gu = Z gijdx; @ drj = Zgijdaci odx;
1,j=1 i,j
mit 5 5
05(2) = 9(5-(2) 5 (2).
Die Funktionen g;; € C*°(U) heifen lokale Koeffizienten der Metrik beziiglich (U, ¢).

Da g, nicht ausgeartet und symmetrisch ist, ist die Matrix (g;;(x))

n .
ij=1 Symmetrisch und

invertierbar. Die dazu inverse Matrix bezeichnet man mit (gkl(aj))gl:l.
Beispiel 3.1. Beispiele fiir Metriken
e Metriken im R"

Sei (,)pq eine nicht ausgeartete symm. BLF vom Index p auf R". Ein Vektorfeld
auf R™ ist eine glatte Abbildung

X € C*(R",R")
und somit ist
Ip,a(X,Y)(z) == (X(2),Y(2))pq
eine Metrik vom Index p auf der Mannigfaltigkeit R™.
Zur lokalen Darstellung von gy, 4: Sei (a1, ..., a,) ONB von (RP4,(,),,), d.h.

<a27 a]>P7q - { 62 fur 7> p.
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Fiir eine Karte auf dem R" : p(x) = (21, ...,x,) mit z = ) x;a; gilt dann %(az) =
a; und daraus folgt

_ -1 firi<p
9ij(x) = (@i, aj)pq = €idi;  wobei g; = { 1 fiiri>p
und damit ist
_ 2 2 2 2 T ,
gp’q = —d:L‘1 — ... — dajp + d$p+1 +...+ dwn WObel dajl - dl’z ° dwl'

(R™, gp ) heilt Minkowski-Raum.

e Induzierte Metriken

Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine Immersion.
Dann heifst f*g die induzierte Riemannsche Metrik auf M.

Sei (M, ) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine Im-
mersion, so dass fiir alle z € M

dfx(TxM) C Tf(r)M

ein nicht ausgearteter Unterraum ist, (d.h. §r(,) ist auf df, (T, M) nicht ausgeartet).
Dann ist f*g eine Metrik auf M und heifst induzierte semi-Riemannsche Metrik.

— Sei (R?%,g11) und M = R. Die Abbildung f : M — R?,z — (z,z) ist eine

Einbettung. Aber jeder Vektor df(, ,)(v) ist isotrop und deshalb ist f*g1,1 =0,
also keine Metrik.

— Sei speziell M C M eine Untermannigfaltigkeit und (]\:4 , §) eine semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit, sodass fiir alle x € M T, M C T, M ein nicht ausgearteter
Unterraum ist. Dann ist

9 = Glx()xx ()
eine semi-Riemannsche Metrik auf M.

— Ist M C RY eine Untermannigfaltigkeit des reellen Vektorraumes R und
(,)g~ das Standardskalarprodukt von RY. Dann gilt X(M) c C=(M",RN).

9g(X,Y)(x) = (X(x),Y(z))py X,Y € X(M)

ist Riemannsche Metrik auf M™. Diese heifst induzierte Riemannsche Metrik der Untermannig-
faltigkeit M c RY.

¢ Rotationsfliichen im R3
Wir betrachten die Mannigfaltigkeit

M2 = {f (u,0) = (12 (v) cos u, 1 (v) sin u, 12(v)) | v € (a,b) ,u € R}

mit einer Kurve
v=(1,7): (a,b) CR — R?
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mit den Eigenschaften v (v) > 0 und 4 # 0.

M? c R? ist eine 2-dim. UMF. Sei

D =
(UO — T, Up +7T) X (UO —&,70 +E)7
dann ist

(U:f(D),(,OZf_l‘D = (u7v))

eine Karte um f (uo, v5).

Fiir die kanonische Basis ergibt sich damit

(% (f(u,v)) = % (u,v) = (=1 sinu, y; cos u, 0)

und

& () = 9 () = Gr0) cos a0 sinw 42(0).

Die Koeffizienten der lokalen Darstellung der induzierten Metrik ergeben sich dann
aus

9 9 0 9
watrwon) = (3 )
0

Es ist also
If(uw) = V1 (0)du? + [|5(v)]|* dv?

Produkt-Metriken
Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit den Projektionen

m:MXN—->Mund m: MxN —N
Wir definieren eine Metrik 7 € X0 (M x N) durch
r=mg+ mh.

Dies ist eine Metrik auf M x N mit Index (r) = Index (g)+ Index (h) und heifst
Produkt-Metrik.

Nun ist jedoch

T(r,y)(M X N) ~ T.M x TyN
v = ((dﬂ'l)(:c,y)(v)7(dﬂ2)(z,y)(v))

U1 v2
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und damit
T(x,y)(m + v, w1 + w2) = gu(v1, w1) + hy(v2, w2).

Deshalb benutzt man auch folgende Schreibweise:
r=g+h
e warped-product-Metriken
Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten und
feCc>®M),f>0
Wir definieren folgende Metrik auf M x N
ri=mig+ (f om)*m3h,

oder in Kurzform
r=g+f°h,
wobei
T(2,y) (V1 + V2, w1 + wa) = gz (v1,w1) + f(IL’)th(UQ,’LUg)
Diese semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit M x ¢ N := (M x N, r) heift warped product.

Viele kosmologische Modelle (4-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die die Einstein-
Gleichungen der ART erfiillen: Ric — %R g = T') sind warped products.

M=1xyF
Dabei ist (F, g) eine 3-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Schnitt-
kriimmung, Iogen C R ein Intervall und f € C°°(I). Fiir die Metrik ergibt sich
= —di* + f?g.
Satz 3.2. Auf jeder C*°-Mannigfaltigkeit M™ existiert eine Riemannsche Metrik.

Beweis. Sei A = {(Ua, Pa)}qcn €in abzahlbarer Atlas mit Zerlegung der 1 {fo},cp. Wir
betrachten die induzierte Riemannsche Metrik

o = 08 )re € XEO(U,)
auf Uy, C M. Da supp fo C Uy ist foga € .’{(2’0)(M) ein symmetrisches Tensorfeld auf

M. Die Fortsetzung
9= fo-ga€ X0 (M)
acl
ist wohldefiniert und symmetrisch, da {supp f,} lokal endlich ist. Dazu ist g, positiv-
definit: Fiir v € T, M, v # 0 gilt

9z (v, ) Zfa z)ga, (v,v) > 0,
wobei A = {a € A| z € Up}.Da Y fo = 1, existiert ag mit f,(x) > 0, sodass g, (v,v) >

aEA
0. Damit ist g eine Riemannsche Metrik auf M. O
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Metriken mit Index(g) = k& > 0 existieren nicht immer. Dazu braucht man zusétzliche
topologische Bedingungen an M.

Satz 3.3. Auf M™ existiert genau dann eine pseudo-Riemannsche Metrik der Signatur

(p,q), wenn
TM =& @nf,

daber sind EP und n? Vektorbindel vom Rang p und q.

Die Aufspaltung TM = &P & n? hat topologische Konsequenzen — Stiefel-Withney-
Klassen, Chernklassen. Fiir Lorentz-Metriken gilt speziell

Satz 3.4. Sei M" eine C'°-Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende Bedingungen dquiva-
lent:

1. Auf M existiert eine Lorentz-Metrik

2. Es existiert ein nirgends verschwindendes Vektorfeld X € X(M) (X(z) # 0,Vx €
M)

3. M st nicht-kompakt oder M ist kompakt und die Eulersche Charakteristik X (M)
st Null.

(Beweis: — O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 149).

Wir erinnern an den schon aus Analysis [V bekannten

Satz 3.5. Satz vom Igel. Auf der Sphire S®" existiert kein nirgends verschwindendes
Vektorfeld.

Aus Satz 3.4 folgt nun, dass auf S?" keine Lorentz-Metrik existieren kann.

3.2 Langen, Winkel und Volumen in semi-Riem. MF

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem Problem der Volumen- und Léngen-Definition
einer semi-Riem. Mannigfaltigkeit (M, g) beschiftigen.

3.2.1 Langen von Kurven in M
Definition. Sei v € T,, M, dann heif’t

[0llg := gz (v, 0) |

die Lénge des Vektors v in (T, M, g).

Sei (M, g) eine semi-Riem. MF. und 7 : Itytervan € R —> M eine glatte Kurve auf M.
Dann heifst

1) = [ o, de
I

Lénge von v in (M, g).
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Bemerkungen:

o Ist M™ C RY eine UMF mit induzierter Metrik. Dann ist fiir eine glatte Kurve

v:la, b CR— M
b
=1/Hwanmna

die aus der Analysis bekannte Lénge.

e Fiir eine pseudo-Riem.-MF kann die Lange einer nicht konstanten Kurve auch Null
sein, da fiir isotrope Kurven stets ||¥]| = 0 gilt. (Das Licht bewegt sich in der
Relativitédtstheorie auf isotropen Kurven.)

Eigenschaften der Ldnge

1. Sei~y:I CR — M eine glatte Kurve und 7 : J — I eine Parametertransforma-
tion (d.h. 7 ist ein Diffeomorphismus). Sei dann

Yi=~orT1 :J— M Umparametrisierung von -y

so gilt

da
7)) = l/n%unbdt

- /M yor) ()l dt

Int.—

,_]

rafo / | (o) T_l(t)) llg ‘det (T_l)/(t)‘ dt

/M §97) (7 0) Iy |7 (0] g

= (’Y)

2. Eine Kurve v : I = [a,b] C R — M heifst nach Bogenlinge parametrisiert, falls

17 (@) lg = 1.

Fiir eine nach Bogenlénge parametrisierte Kurve v gilt dann

() = /Mﬁ@ﬂbﬁ

T

_ /dt
T

= b—a
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3. Eine Kurve v : I C R — M heiftt regulér, falls 4 # 0 fiir alle ¢ € 1.

Behauptung: Jede regulédre, nirgends isotrope Kurve v : I C R — M ist nach
Bogenlénge parametrisierbar, d.h. es existiert eine Umparametrisierung ¥ =yor
mit 15 (£) |, = 1.

Beweis. Sei v : [a,b] — M regulir und nirgends isotrop. Wir betrachten die
Abbildung

[ :a,b) — M
t
t — 1 (Vag) Z/H"Y(t) g dt

dann ist I’ (t) = ||¥ (¢) || > 0. Wegen dieser strikten Monotonie existiert eine Um-

kehrabbildung
7i=1"1:100,1(7)] — [a,b] .
Es gilt nun
Iyor) Wy = 15 () lg]r' )]
1
= |5 () ]lg=——
17 (7 (t)) Hgl/ (T (1))

=1

D.h. 4 = v o 7 ist nach Bogenldnge parametrisiert. U

Definition. Eine Kurve 7 : I = [a,b] — M heifit stiickweise glatt, falls v stetig ist und
eine Zerlegung

a=to<t1 <...<t,=b

existiert, sodass die
Vi = Nitatiza) © [tirtivr] — M
fiir alle i = 0...n glatte Kurven sind. Die Punkte v (¢;) heifien Ecken von ~.

Die Eigenschaften 1-3 bleiben erhalten.
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3.2.2 Volumen in semi-Riem. Mannigfaltigkeiten

Im letzten Kapitel haben wir die Integration von k-Formen auf Mannigfaltigkeiten be-
sprochen. Nun wollen wir dies auf den Begriff des Volumens ausdehnen. Wie man aber am
Beispiel des (R", (, )gn ) sehen kann, ist der Volumenbegriff stark an die Metrik gebunden!

Wir suchen nun eine spezielle, der Metrik g angepasste positive n-Form auf M™.

Definition. Sei (M", g,Oys) eine orientierte semi-Riem. Mannigfaltigkeit und (vq, ..., vy)
eine positiv-orientierte Basis in T, M mit dualer Basis (1,...,7n,) aus T,) M. Dann be-
zeichnen wir

dM, = \/| det (gz (vi,v)) Im A ... Ay

Bemerkungen:
e dM, ist unabhéngig von der gewéhlten Basis. Denn sei (aq,...,a,) eine weitere
positiv-orientierte Basis mit dualer Basis (o7,...,0,) und Ubergangsmatrix v; =

A;rag, so ist nach Voraussetzung det A > 0. Dariiber hinaus gilt

9z (Vi,vj) = g (Aigar, Ajiar)
AirAj19z (ag, ar)
= AwAlg. (ar, @)

DAY ga (ag, ap) Afj.
k 1
In Matrizenschreibweise heifdt das

{92 (viavj)}ij = A-{9: (ar, al)}k,l A

Andererseits ist
o1 N...Nop=(det Aym A ... Ay

Fiir dM, ergibt sich damit

\/| det (g (vi,v)) M A ... A = \/| det (A)? - det (g (ag, a;)) | (det A) "t oq A
= |det (g (ag, @) oL A ... Aoy,

e Die Abbildung x — dM,, ist ein glatter Schnitt in A” M, denn sei (U, ¢ = x1,...,2y,)
eine positiv-orientierte Karte, so gilt fiir deren kanonische Basis

|

0

det gm (), 5~
J

())‘dazl/\.../\d:pn

eC>(U)
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e Ist (eq,...,ey,) eine positiv-orientierte ONB aus T, M und (o1, ..., 0, ) deren Dual,
so gilt
dM, (e1,...,en) =1=01 AN... Aoy (e1,...,€n),

d.h.
dM, =01 N...\op.

Definition. Die n-Form dM, € Q" (M) mit
dMy : v — dM, € A" (T; M)

heifst Volumenform von (M, g, Oyp).

Lokale Darstellung der Volumenform: Ist (U,¢ = (z1,...,%,)) eine positiv-orientierte

Karte und g;; (z) = g5 (8%1- (z), a%j (a:)) seien die Koeffizienten der Metrik, dann ist

dM|y = +/|det (gi5)| dz1 A ... A dxy,

Definition. Sei (M™,g,Oys) eine orientierte semi-Riem. Mannigfaltigkeit und A C M
eine messbare Teilmenge, so heifst die Zahl

Voly (A) := /dMg
A

das Volumen von A in (M™, g,Ops). (Im Fall n = 2 entspricht dies dem 'Flacheninhalt’.)

Bemerkungen:
o Fiir (M,g) = (R",(,)gn) ist Volg (A) = A" (A), dem Lebesgue-Maf auf R".
e Vol, ist unabhéngig von der gewdhlten Orientierung, denn fir —M = (M, —Oy)
ist
d(M)=—-dM

/d(—M):—/dM:/dM

—A —A A

und damit

e Man kann das Volumen auch fiir Teilmengen von nicht orientierbaren Mannigfal-
tigkeiten definieren:

Sei A C M messbar, so ist

A= UAa wobei A, paarweise disjunkt, und A, C U, Karte
«

Dann fixieren wir eine Orientierung auf U, womit

Vol, (Ay) = / dv,
Aa
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und wir setzen

Volg (A) =Y Voly (A

Beispiel 3.6. Volumenberechnungen
e Oberflichen von Graphen
Sei h : Usren C R2 — R eine glatte Abbildung. Fiir M? = graph (h) C R? mit
induzierter Metrik gilt dann

2 2
oh
Vol, — ) duid
© /\/ 8u1 <8’LL2> 1 auz

denn in der inversen Karte f(uj,u2) = (uy,ug, h(u1,u2)) mit f(uj,uz) = = hat
man

0

of oh
a—ul (x) = df(ul,UQ) (61) = 8—U1 (Ul,'U,Q) = <]-7 07 8—’1,L1 (u17u2)>

und : of oh
O—U/Q (‘I) = df(ul,ug) (62) = 8—U2 (Ul,UQ) - <07 17 8—U2 (u17u2)> .

Fiir die Koeffizienten der Metrik ergibt sich dann

(25 @))

_ ( 1+ (aul (u1,u2))2 aul (uy,us) - 8u2 (uy,u2) )

2
N CINTS R Y CINTS B B C Y ()

(95 (x))

und es folgt

det (g;5 () = 1+ ((%11 (ul,uz)>2 + ((%12 (ul,uQ)>2.

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

Vol, (M) = / dM,

- / 1/ |det ( gm )| dug A dug

)

_ / VIdet (g3 (7 (ur, u2)))| dx?

L))

2 oh 2
= / a " ul,UQ)> +<a—u2 (Ul,ZLg)> duldu2.
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e Oberflichen von Rotationsflichen
Hier ist bekanntlich!

M? = {f (u,v) = (71 (v) cosu, 1 (v)sinw, vz (v))},

wobei y; > 0und ¥ (v) # 0. Fiir die Metrik-Koeffizienten ergibt sich mit x = f (u,v)
2
. _ (i) 0
550 = (70" e

det (gij () =71 (v) - 1% () [|*.

Fir das Volumen erhalten wir nun

und daraus folgt

2w b

V%M@szwwwmwwmm

bzw.
b

Vol, (M) = 27r/71 ) 14 () [|du do

3.2.3 Der Schnittwinkel von Kurven in semi-Riem. Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit.

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt beliebiger Signatur kann man erkldren was 'senk-
recht’ bedeutet, Winkel existieren aber nur im euklidischen Fall.

Definition. Seien v,w € T, M, dann heift v orthogonal zu w (v L w) falls
gz (v,w) =0

Bemerkungen:

1. Ist (M, g) eine Riemannsche MF, so kann man den Schnittwinkel beliebiger Tan-
gentialvektoren u,v € T, M definieren. Fiir ein positiv-definites Skalarprodukt gilt
bekanntlich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|92 (u, 0) | < [lull - o]l

und daraus folgt dann

—1§M§1 fiir alle u,v # 0.
[[ul| - o]

lsiehe Beispiel 3.1 auf Seite 115
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Es existiert also ein eindeutig bestimmter Winkel « € [0, 7] fiir den

9z (u,v)

COS Qv = .
[l - ol

Dieser Winkel o =: Z (u, v) heifst Schnittwinkel von w und v in (M, g).
2. Sei (M, g) eine Lorentz-MF.

a) Sind v,w € T, M zeitartig, so gilt
|92 (v, w) | 2 o]l - [lwl.
Beweis. Es gelte
w=av+w wobei w L v.

Damit folgt
9z (W, w) = gy (av + W, av + W) = a’g, (v,0) + g (W, W) . (%)

Da v zeitartig ist und der Index von g nur 1, kann @ nicht zeitartig sein, d.h.
es gilt
9o (0, W) = 0.

Wir erhalten nun
- 2
g9 (v,w)? = g (v, (av +0))* = a® (||v]?)

~ 2 ~
[l 1wl = [Joll* (@®[[o]* + [1@]]*) = a* (|[o][*)” + [[o][*]l@]P,

woraus die Ungleichung wegen ||v||? < 0 < ||w||? folgt.

Damit gilt also
9: (0. 0)] |
[[o]] - [lwl]

und es existiert genau ein « € [0, 00) fiir das

|9z (v, w)]

cosha = .
[[v]| - [Jw]]

Dieses « heifit hyperbolischer Winkel zwischen v und w.
b) Ist v € T,, M isotrop, so gilt v L v.

Definition. Zwei reguldre glatte Kurven v: I — M und ¢ : J — M schneiden sich
in xg € M orthogonal, falls

20 ="(to) =8 (to) und ¥ (to) L4 (to)

Sei (M, g) Riemannsch. v und ¢ schneiden sich im Winkel « € [0, 7], falls

70 =7 (to) =0(t)) und a=2(¥(t0),d () =t Zuq (,0).
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3.3 Isometrien und konforme Abbildungen

Definition. Seien (M, g) und (M ,g) semi-Riem. Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung
f: M —> M heiRt Isometrie, falls

1. f ist ein Diffeomorphismus.
2. frfg=g.
In diesem Fall nennen wir (M™, g) und (M " g) isometrisch.

Bemerkung. Der Ausdruck f*g = g heifst ausgeschrieben:
It (dfz (v), dfe (W) = g2 (v,w) (%),
damit ist also df, : T,M — Tf(x)M eine lineare Isometrie der Vektorraume.

Definition. Eine C°°-Abbildung f : M™ —s M" heift lokale Isometrie, falls

ffg=g9.

Aus (*) erkennt man unmittelbar, dass mit f*§ = ¢ das Differential df injektiv sein muss
und aus Dimensionsgriinden demnach bijektiv. Der Satz iiber die Umkehrabbildung liefert
dann eine lokale Diffeomorphie.

Definition. Eine C*°-Abbildung f: M" — M™ heiRt konform, falls
f*g=0%g wobei 0 € C*° (M), o > 0.

Insbesondere ist f damit ein lokaler Diffeomorphismus.

Beispiel 3.7. Isometrien und konforme Abbildungen
e Holomorphe Funktionen
Sei f: U C C — C eine holomorphe Funktion und g = (; ).
Behauptung: f ist lokal konform auf U = {z € U| ' (z) # 0} mit o2 = det (Df).
Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.
e Mobiustransformation
Wir betrachten die 1-Punkt-Kompaktifizierung von C: C, = CU{0c0}. Sei weiterhin

a b
A_<c d>€GL(2,<C),

so definieren wir die Mobiustransformation

FAZCoo — (COO

az+b
z
cz+d
a
o0 — -

C
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Mit
Ht :={z+iyeCly >0}
und der Metrik

1
g+ = ? (da;2 + dy2)

bezeichnen wir die Poincaré-Halbebene (H™, gp+).
Behauptung: Sei A € SL(2;R), so ist

Fa: (H ,gy+) — (H", gy+)

eine Isometrie.

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.
e Stereographische Projektion

Wir betrachten die Kartenabbildung?

on: S"—{NP} — R
x +—— Schnittpunkt des Graphen durch NP
und z mit R” = {:13 € R”+1| Tpyl = 0} .

NP

Behauptung: ¢y ist ein konformer Diffeomorphismus mit

1+ ow () Hﬂ%n>2 ,

ONIRr = < 5 gsn

~—

induz. riem. Metrik

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. Man berechne

1

o (x1,...,2n)

YN (331)' .- 7$n+1) =

und

QO]_\[1 (yla"'7yn) (2y1772yn7”yH2_1)

1+ [lyl]?
Zsiehe auch Bsp. 1 auf Seite 20 von Kapitel 1
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Definition. Ein Diffeomorphismus f : (M,g) — (M,g) zwischen zwei semi-Riem.
Mannigfaltigkeiten heifst
e langentreu <= I, () =l (f (7)) fiir alle Kurven v : I — M,
e volumentreu :<= Vol, (A) = Vol (f (A)) fiir alle messbaren A C M,
o orthogonalitdtserhaltend <= Vov,w € T, M mit vLw gilt df; (v) Ldfy (w).
Seien g und g Riemannsch, so heifst f
o winkeltreu <= Lo (7,0) = Ly (f (7)), F(6)) -
Seien g und g pseudo-Riemannsch, so heifit f

e typerhaltend <= Vo € T, M zeitartig (raumartig) ist df; (v) zeitartig (raumartig).

Satz 3.8. Sei f : (M,g9) — (M,f]) ein typerhaltender Diffeornorphismus zwischen
semi-Riem. Mannigfaltigkeiten. Dann gilt

1. f ist eine Isometrie <= f ist ldngentreu,

2. f ist konform <= f ist orthogonalitdtserhaltend,

3. f ist lingentreu <= f ist konform und volumenerhaltend.

4. Sind g und g Riemannsch, so gilt: f ist konform <= f ist winkeltreu.

Bewers. Zu den einzelnen Punkten:

1. (=):
I (f / 1O (&) [t

/ o (3(0)) e

/ \/ 195y (dfyey (7)) s df ey (3(2))) dt

/ T GOA0) di
ab b
[ o G de = [ 11 ot

= 4.

(<) : Sei f langentreu. Da g und f*¢ symmetrische Bilinearformen sind, geniigt es
zu zeigen, dass

(f*9), (v,v) = gs (v,v) Vv eT,M
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da
1

9z (’U’w) = E(gw(v’v)‘{'gr (wvw) —g(v—w,v—w)).

Sei also v : (—&,6) — M eine Kurve mit v (0) = x und 4 (0) = v. Wir setzen

L(t) =1y (v]jen) = / 14 (5) llpds

und

L) =1y (F (1) | oeg) = / 1 (fom) (s) [lpds.

Nach Voraussetzung ist L (t) = L (t). Differenziert man nun nach ¢, so folgt

15 @) llg = I (F o) () lly,

bzw. fir t =0
|92 (v,0) | = |(f*9)x (v, 0) |.

Da f typerhaltend ist, folgt daraus die Behauptung.
2. (=) : Seien v,w € T, M mit vLw. Dann gilt

9f(x) (dfw (U) )dfr (’U))) = (f*g)x (Uv ’U)) = J2gw (’U) w) =0.
(<) : Sei f orthogonalitdtserhaltend. Wir fixieren eine ONB (eq, ..., e,) von T, M.

Dann ist
-1 firi=1,...,p

Ei:g:c(ei7ei):{ 1 firi=p+1,...,n

und wir setzen

(f*0), (eisej) = gpw) (dfz (ei), dfz (e5)) (*)

= 607 (z) mit o > 0.

Wir zeigen nun

Es gilt ndmlich
Jx (ei — €5,€€; + eiej) = €j€ — €€ = 0.
Demzufolge ist nach Voraussetzung auch

dfx (ei — 6]') J_dfx (e]-ei + eiej)



130 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

und damit

0 = (f"9), (ei —ejsejei + eiej)
= Jf@) (dfe (€) — dfe (e))  €5dfe (€:) + €dfe (€)))
= ejeiaf (z) — eiGjU? (z)

= ()~ o2 (@),

Durch lineare Fortsetzung von (x) folgt nun die Behauptung.
3. f langentreu <= f ist konform und volumentreu.

a) Sei (U, = (x1,...,2,)) eine Karte von M mit der durch ¢ definierten Ori-
entierung Ops und damit ([7 =fU),p=poft=(y,... ,yn)) eine Karte

auf M mit der durch ¢ definierten Orientierung. Dann ist f : U — U ein
ortentierungserhaltender Diffeomorphismus. Nach Definition tiberfiihrt df,. die
kanonischen Basen ineinander, denn

0
0 (@) =i (dpl () = als
y=f(=) d(go
0
dyi

) oo (1)
° f_l)s;(ly) (e:)
() -

Fiir die kanonischen n-Formen folgt dann

0 0
1 = dyi AN...Ndyy <8—m(y)""’8—%(y>>
0 0

Damit ist also
ffldyi Ao Ndyy) =dey Ao A dxg,. (3.1)

Behauptung: f ist volumentreu <=V (U,¢) f*dU = dU.

Sei hier
0 0
det | gz | — (), — (x .
<g (81/2( ) 8yj( )>>2]

Vi) == J
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Sei A messbar und liege 0.B.d.A. in einer Karte U. Zunichst gilt:

[ o= [ £ (Va) £ ann.ndu)
A A
(?;U/(\/gof)dzm...Adxn

A

= / (\/Eofogp_l)d)\"
©(A)
- / (Vo)
@(£(A))

= / \/gdyl/\.../\dyn

f(4)
_ / 47 = Vol (f (A)). (3.2)
f(4)
i (&)
Voly (A) = au
/
Vor 7
or- [ prqpy
/

32) / U = Vol; (f (A)).
£4)

ii. (=) : Fiir die n-Formen f*dU und dU existiert ein A\ € C*°(M) mit

f*dU = X dU.
Fiir alle z € M gilt nun aber nach dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung
[ AU [ fdU
o . Ke(z) BT Ke(z)
Moo= I =T
KE(CC) Ks(x)
au
(32) . f(Ke(2) Volg (f (K (z)))
= m e
250 [ AU e50 Vol (K. (x))
K. (z)
Vor.
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b) Zum Beweis von 3. :
i. (=) : Ist f langentreu, so gilt f*g = g und somit ist f konform. Wahlt
man nun alle Karten wie in (a), so gilt mit y = f(x) auch

\/det {gf(x) <a% (¥), aiyj (y)> }ij

- \/det{f dfw(é@ )dff<8%j(x)>>}ij
— det{f*g}ij:\/m

= V(@)
Ist A messbar und liegt 0.B.d.A. in einer Kartenumgebung U, so folgt
/ dU = / Vadyr A A dyy
f(4) f(4)
_ / N
@(f(4))

_ / (Vaof)optar

w(A)
= /dU.
A

Also ist f auch volumenerhaltend.

Vi (f ()

ii. (<):Sei f*§ = 0?-g mit o > 0. Sei weiterhin (ey,...,e,) eine positiv-
orientierte ONB in T, U bzgl. g,. Dann ist

1 1
<mdf:c (e1),.--, mdfz (en)>
eine positiv-orientierte ONB in Tf(x)ﬁ bzgl. g,y und es folgt
(f*dU)r (€1reeren) = dUs (dfs (e1) -, dfs (n))

= 0’” (x) . de(x) <%df:c (61) go ey
= o"-1
= o"-dU; (e1,...,ep).

1

%dfx (en)>

Damit ist also B
frdu = o" - dU.

Nach (a) gilt jedoch f*dU = dU fiir alle Karten (U, ¢) und damit o = 1.
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4. Analog zu 2.
O

Information: Satz von Nash.? Sei (M", g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
ist M isometrisch zu einer UMF M C RY mit induzierter Metrik.

Definition. Sei B € X("0 (M) ein (r,0)- Tensorfeld und X € X (M) ein Vektorfeld und
®; : M — M die durch den Fluss von X definierten lokalen Diffeomorphismen, dann
heift das (r,0)-Tensorfeld

(LxB), = o (@1 B), iz € TEOM

die Lie-Ableitung von B nach X.

Fiir B = g gibt es 2 wesentliche Félle:
Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X € X (M)
heiftt

e Killing-Vektorfeld :<—= Lxg =10

e konformes Vektorfeld :<= Lxg = A - g fiir ein A € C°(M).

Satz 3.9. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit und X € X (M) mit Fluss {®;},
dann gilt

1. X ist ein Killingfeld. <= ®;: Uy C M — &, (Uy) C M sind Isometrien.

2. X ist ein konformes Vektorfeld <= ®,: Uy C M — @, (Uy) C M sind konforme
Abbildungen.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. (<) :Sei x € M. Fiir alle t € (—¢,¢) ist € U;. Nach Voraussetzung ist dann

(F9), =9 Vt|<e
und damit d
(Lx9)e = o (P49)g lt=0 = 0.
(=) : Sei x € Uy. Zu zeigen ist (P;g), = go. Dazu nutzen wir die Eigenschaft
Dy = Ps0 Py
und betrachten die Abbildung

¥ 2,0
(®F),: TyroaM  — TEOM (%)

3Ann. of Math 1956, 63, S.20-63
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Nach Voraussetzung ist
d (o
0=(Lx9)e,@) = 7 ((@sg)ét(m)) |s=0-
Wenden wir darauf (%) an, so folgt
_ d * *
0 = (), 0 (@), ) lmo
((I):Jrsg)z
t+s=1 d *
=1 2 (@ o
dr ( Tg)z | t
d.h. (®fg), ist konstant auf (—¢,¢) und damit folgt
2. («): Esist (®jg), = 0 (x) g, fiir alle ¢ fiir die ®; definiert ist. Damit folgt

d ., d
(LXQ);,; = at (‘Dtg)z lt=0 = at (%2 (5’3)) lt=0 - Gz-
N——

Az)
(=) : Sei z im Definitionsbereich von ®; und gelte

d o
(LXg)q)t(:n) = % (ng)qn(x) |8:0 =A ((bt (.’1}')) : g@f(x)’

Wir benutzen wieder die Abbildung von (%) :

(@), 0 (©0)g, o0 = A (@0 (2) - (80), 0,00

Damit ist

4 (®19),) = 2@ () - (@9),.
——
h(t)

Aus der DGL A/ (t) = A (t) h (t) folgt dann

[ A Ps(z))ds

(®79), =¢° — - (209),
=0T gz

und somit ist ®; konform.
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Satz 3.10. Eigenschaften der Lie-Ableitung von Tensorfeldern. Sind B;,B €
X0 (M) Tensorfelder, f € C® (M) und X,Y € X (M), so gilt

1. Lx (f-B)=X(f)-B+f-LxB

2. Lx (B) ® By) = (LxB1) ® By + B; ® (LxB3)

3. (LxB)(Xy,...,X,) =X (B(X1,...,X;)) — Z B(Xy,...,[X,Xi],..., X))

i=1

4. [Lx,Ly] :=LxoLy —LyoLx = L[X,Y]'

Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

Folgerung. Sind X,Y Killing-VF (konforme VF), so ist [X,Y] auch ein Killing-VF
(konformes VF).

Beweis. Es sei Lxg=A-gund Lyg = -g. Aus Satz 3.10 folgt dann

W~
N

[Lx,Lylg
= Lx (Lyg) — Ly (Lxg)
Lx(p-g9)— Ly (X-g)
X(p)-g+p-Lxg—Y (N)-g+A-Lyg
(X () +p- A=Y A)=A-p)g
= (X()-Y )9

~—_—
cC>>M

Lixy19

= |
N

Bemerkungen:

o Rill(M,g) ={X € X(M)| X ist Killing-Vektorfeld} ist eine Lie-Algebra.
Isom (M,g) = {f € Diff (M) | f ist Isometrie} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-
Algebra
Rill, (M, g) = {X € Kill (M, g) | X ist vollstandig} .

e conf (M,g) ={X € X(M)| X ist ein konformes VF} ist eine Lie-Algebra
Conf (M,g) = {f € Diff (M) | f ist konform} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-
Algebra
conf. (M, g) = {X € conf (M, g) | X ist vollstandig} .

Und es gilt
1
dim Rill, (M", g) < 3n (n+1)

1
dim conf, (M",g) < 3 n+1)(n+2).
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3.4 Kovariante Ableitungen und
Levi-Civita-Zusammenhang

Im Euklidischen Raum weifs man, wie man Vektoren entlang von Kurven parallel ver-
schieben kann. Wir wollen dies jetzt auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Dazu be-
notigt man ein Konzept, mit dem man erklaren kann, was die Parallelverschiebung von
Tangentialvektoren sein soll.

Betrachten wir dazu zunédchst die Parallelverschiebung im R" nochmals genauer:

v(Z) € T;R"™ = R" Parallelverschiebung von v € T;R" entlang v <= v(t) = v =
const. <= v'(t) =0

e 7(t) kiirzeste Kurve zwischen x und y im R™ <= +/(t) parallel verschoben entlang
(1),
Wir miissen allgemein erkldren, was die Ableitung von VF entlang Kurven ist. Dazu

verallgemeinern wir zunéchst die Richtungsableitung im R™ und betrachten dazu die
Menge der Vektorfelder X(R") = C*°(R",R") = I'(TR"™) mit der Abbildung

V: XR") x X(R") — X(R"),
(X,)Y) — VxY :=X()
Richtungsableitung von Y : R" — R"
nach VF X.

Diese Abbildung ist
e additivin Y,
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o erfiillt die Produktregel in Y, d.h. Vx (fY) =X (/)Y + - (VxY),
e und sie ist tensoriell in X, d.h. Vix 14x,Y = f-Vx Y + g Vx,Y fir alle
Y € X(R") und f,g € C>* (R").
Des Weiteren hat sie die Eigenschaften:
o X ((Y1,Y2)gn) = (Vx Y1, Y2)pn +(Y1, VxY2)ga
e VxY —VyX = [X, Y].
Definition. Sei M"™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Zuordnung
V:iX(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) — VyxY

heifst kovariante Ableitung (=affiner Zusammenhang) von Y nach X (auf M), falls
1. VX(Yl + }/2) =VxY1 +VxY, (additiv in Y)
2. Vx(fY)=X(f)Y + fVxY (Produktregel)
3. VxY tensoriell in X, dh. Vix 1ox,Y = f-Vx, Y +g-Vx,Y fiiralle Y € X (M)
und f,g € C*(M).
Beispiel 3.11. Kovariante Ableitungen
1. Fiir R® = M™ ist wie oben gesehen VxY = X (Y') eine kovariante Ableitung.
2. Sei M™ C RY eine UMF, dann ist (VxY) (z) := projp, 5y X(Y)(z) eine kov. Ab-
———
€RN
leitung auf M. (Dabei ist proj, die orthogonale Projektion des RY auf einen Un-
tervektorraum V')

3. Sei V eine kov. Ableitung und B € ¥V (M), dann ist V = V + B mit
VxY =VxY + B(X,Y)

ebenfalls eine kov. Ableitung.

Da eine glatte Mannigfaltigkeit M"™ diffeomorph ist zu einer UMF M C RV, existieren
also immer oo viele kov. Ableitungen.

Lemma 3.12. Sei V eine kov. Ableitung, U C M offen und Y1,Y2, X € X(M) mit
Yiluv = Ya|u, so ist
VxY1 =VxYs

auf U.

Beweis. Sei x € U fix und f € C*®(M) mit f(z) = 1 und supp f C U. Dann ist
f- (Y1 —Y3) =0 auf M und mit der Produktregel folgt

0=Vxf-M—-Y2)=X(f)(V1 —Y2) + [ (Vx¥1 - VxY?)
Im Punkt z gilt nun aber f(z) =1 und Y (z) = Ya(z), sodass
0= (Vx1)(2) = (VxY2) (2).
Daraus folgt aber die Behauptung. O
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Folgerungen:

1. (VxY) ist eindeutig durch X (z) und Y|y bestimmt, und zwar fiir eine beliebig
kleine offene Umgebung U(xz) C M. Wir setzen damit

(VxY) (2) = Vxu)Y.

2. Man kann die kov. Ableitung V™ auf M zu einer kov. Ableitung auf offenen Teil-
mengen U C M einschrianken:

VU x(U)x 2(U) — X(U)
(X,Y) — (YY) (z) = (vgg ff) (z)
wobei X,Y € (M) mit X|y =X und Y|y =Y.
Wir bezeichnen im Folgenden VY und VM mit dem gleichen Symbol V.

Definition. Sei (U, ¢ = (z1,...,x,)) eine zuldssige Karte auf M, dann heifen die Funk-
tionen I‘f’j € C*(U), fir die

) ", 0
— Tk _—_
Va(?ci al‘j ; Zjal‘k

lokale Koeffizienten von V bzgl. (U, ¢).

Wegen der Eigenschaften 1.) - 3.) ist V eindeutig bestimmt, wenn man die {I‘f”]} fiir

einen Atlas Aps kennt. Sei ndmlich X = Z{ia%i und YV = an% fiir eine Karte
(U, = (z1,...2y)), so folgt dann

VxY = ) &VaY
i=1 i
G 0 .0 0
_ Q] v i Y L
Z é‘ n va(?ci al‘j +§ 8$Z (77])81‘]'

ij=1

= > Z&n’FQZJrZi:&a—%(nk) Tor

k=1 \4,j=1

Beispiel 3.13. Kovariante Ableitung tm R"
Sei M =R" und VxY = X (Y). Fiir die Karte (R", ¢ = id) mit 8%1- = ¢; folgt

Veej =ei(ej) =0,

da e; ein konstantes VI ist. Es gilt also Ffj =0.
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Definition. Sei v: I C R — M eine C*-Kurve. Ein VF entlang v ist eine Abbildung

X:ICcR — TM
t — X(t)ET,y(t)M

die "glatt’ ist, d.h. fiir jede Karte (U, ¢) sind die Koeffizienten ¢¢(¢) in der Basisdarstellung

X(1) = Y€1) Vimity (1) €U
i=1 ¢

glatte Funktionen in ¢. Wir setzen

X, (M) := Menge der Vektorfelder entlang v

Bemerkung. X (t) ist i.A. nicht zu einem VF auf M fortsetzbar.

Behauptung: Sei v : I CR — M reguldr und X € X, (M), dann existiert fiir alle to € [
ein g4, > 0 und Vektorfeld X;, € X(M) so dass

X (Y () =X (t) Vte(to—eto+e) N I
D.h. man kann X in diesem Fall lokal zu einem Vektorfeld auf M fortsetzen.

Beweis. Nach Voraussetzung ist v eine Immersion, und damit lokal eine Einbettung. Es
existiert also eine Teilmenge I;, C I so dass

yily ~~y(I,) =K cM

ein Diffeomorphismus zur UMF K C M ist. Damit existiert auch eine Karte (U, ) von
M mit (K NU) = (21,0,...,0) und wir setzen

X (gp_l(:rl, . ,xn)) = (dgp(_zllw’zn) 0 dpy-1(z,,0,.)0X 0 gp_l) (21,0,...,0)).
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Satz 3.14. Sei (M,V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und~y: I C R —
M eine C*®°-Kurve in M. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zuordnung

\V4
a%»\/(M) — %W(M)
VX
X r

mit folgenden Figenschaften:
1' %(Xl +X2) — vd)t(l + Vd)t(2
2. Y(f-X)=f'X+f 5 firalle f € C®(I).
3. Ist X € X(M) mit X (y(t)) =X (t) VtelcI dann ist

VX - ~

% € X, (M) heifit kovariante Ableitung von X € X, (M) entlang .

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Eindeutigkeit: Angenommen % und 1.) - 3.) sind gegeben. Sei (U, ¢ = (z1,...,%y))
zulissige Karte mit U N~(I) # @, und I C I ein Teilintervall mit (1) C U, dann
ist

X(0) =Y &) (1)) tel
i=1 N

=:Xi(t)
Aus 1.) und 2.) folgt nun

n

VX r v e VX
W_Z<€i Xz"i‘fz—dt >

=1

und mit 3.) folgt weiter

VX, 0 .
Setzen wir nun ¢ oy = (y1,...,7,) auf I, so erhalten wir

§ = D05

j=1
VX, ", ) .
T j%;% () T% (v () a—mk(v(t)) tel
I M CACES SACEACIACTC) a%w(t)) viel ()
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und damit ist % ist eindeutig durch die lokalen Koeffizienten {Ffi}von V be-

stimmt.
2. Eristenz: Sei (U, = (x1,...,2,)) eine Karte. Wir definieren % (t) auf I Ny~ 1(U)
durch (%)
VX . 0
o 0= &)+ Y7 (06 OTH (v (1) 5 (7 (1)
k=1 ij Tk
Direktes Nachrechnen zeigt, dass %(t) die Eigenschaften 1.) - 3.) erfiillt. () ist
damit auch die Lokale Darstellung von X (¢).

O

Beispiel 3.15. Kovariante Ableitung entlang Kurven im R"” und in Unterman-
nigfaltigkeiten des R"

1. Sei M =R" und VxY = X (Y). Fiir X € X, (R") gilt

X(t)=> &M)e
i=1

und damit ist

VX °
W(t) = kz_lgk(t)ek (daT% =0)

= X'(t).
2. Sei M C R eine UMF mit kanonischer kovarianter Ableitung VxY = projry, X (V)
und v: I C R — M eine Kurve. Dann gilt:

\

—— = proj 7.
dt Projraz

Beweis. Sei (U, = (x1,...,zy)) Karte mit v (¢) € U, dann ist in einer Umgebung
von 7 ()

Z(1) =Y &) o (3 (1)
i=1 !
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und damit

VZ
dt

0 = SOz 00)+60 Vi

Def. iz:;gg (t) 8(; (v (£)) + & (t) projr. , mr (W (t) < 81))

—  proiz, (Z G0 5 0+ 60 5 (5 <t>))

= proig, %(Z& 0 (v(t))>

Z(t)

= prOjT,\/(t)MZ/ (t) °
O

Definition. Sei (M, V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v : I C R —
M eine glatte Kurve. Ein VF X € X, (M) heift parallel verschoben entlang ~, falls

VX
— =0.
dt

Bemerkung. In lokalen Koordinaten ist diese Bedingung dquivalent zu

f;;—l—Z’yZ{fj(Ffjoy) = 0 firk=1,...,n.
0,
Beispiel 3.16. Parallelverschiebung in Untermannigfaltigkeiten des R™ (im R")
Sei M C RN eine UMF (M = R") mit kanonischer kovarianter Ableitung VxV =
projry X (Y) (bzw. X(Y'), denn im R"™ ist projp,, = id) und v : I C R — M eine
Kurve. Z € X, (M) ist genau dann parallel verschoben, falls
vz

I = projrus 7' =07 (t) € N,y(t)Mn Vtel,

(bzw. falls Y2 = Z'(t) = 0 <= Z (t) = const.)

Satz 3.17. Sei (M,V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v : [a,b] C
R — M ewne glatte Kurve, dann gilt

1. Ist v € T (q)M, so existiert genau ein entlang ~y parallel-verschobenes VF X, €
X, (M) mit Xy(a) =v.
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2. Die Abbildung

V.
Py TyoM — TyyM
v — X, (b)

heifit Parallelverschiebung entlang =, ist ein linearer Isomorphismus der Tangenti-
alréume und unabhdngig von der Parametrisierung von -y.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Die DGL % = 0 hat in lokalen Koordinaten die Form

§t)=B(t)-£(),

wobei £ (t) = (£&1(t),...,& (t))" und B (t) € Mg (n,n). Sei £(a) vorgegeben, dann
existiert (lokal) genau eine Losung des AWP auf dem ganzen Definitionsbereich von
B.* Uberdeckt man durch Karten + ([a,b]), so erhélt man sukzessive die Losung
des AWP auf den Teilintervallen. Und damit folgt die Behauptung.

2. Py ist
e [inear, da DGL linear:
Kot g (t) = aX,(t) + BX o (2)

erfullt DGL und AWP

o bijektiv: Wir lassen v riickwérts durchlaufen:

V(1) =Ab—tb—a) te 1]
Dann ist X~ (t) := X (b — t(b — a)) parallel verschoben entlang v und es gilt

X~(1) = X(a) und X~ (0) = X(b)

sodass
v v o
Py Py = idrgm
v v o _
P’y— o] ,PW = ldT'y(a,)M'
o Mit

V(s) =7(7(s))  7(s0) =a,  7(s1) =0
ist X(s) := X(7(s)) Parallelverschiebung von v € Ty (a)M entlang 7.

“siehe Analysis 3: Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof
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Beispiel 3.18. Parallelverschiebung auf der S

Betrachten S? mit kanonischer kov. Ableitung VxY = projrgX (Y). Wir betrachten
die halben Grofkreise. Fiir ¢ € [0, 7] sei

1 (t) = cos(t)es+sin(t)e;
Y2 (t) = cos(t)es+sin(t)es

Fiir die Parallelverschiebungen PX : T€3,572 — T_eSS2, j € {1,2}, folgt dann
PX (v) = —77% (v) mit v e TeS?

wobei T¢S? = span (eq, e2). Denn es gilt

e 7| (t) = —sin(t) e + cos (t) e; ist parallel entlang v mit v} (0) = eq, da ~{ (¢) =
=71 (8) LTy, (15"
e v (t) = —sin(t) eg + cos (t) e ist parallel entlang 5 mit 4 (0) = es.

e X (t) =eqist || VF entlang 71 und X5 (0) = e , da X1 (¢) Ly (¢) und X7 (¢) = 0.
o X5 (t) =e; ist || VF entlang v2 mit Xo (0) = e;.
Sei dann v = viey + v9eg € TgSQ, so folgt

PX (v) = 21173’:1 (e1) + UQPZ (e2)
= —vie1 + vaeg
und
Py, (v) = wPy (e1) + v2PY, (e2)
= V1€1 — V2€9

Hierbei hingt die Parallelverschiebung also vom Weg ab!

Bemerkung. Der Begriff der kov. Ableitung und der ||-Verschiebung sind #quivalent:
Seien X,Y € X(M) und 7 Integralkurve von X durch z, sodass

v(O0) =2, A ()=X(1).
Dann ist

@)@ =5 ((P5,.) 00 O)) leo

€T M

Sei (M™, g) semi-Riemannsche MF, dann existieren verschiedene kov. Ableitungen. Wir
wollen solche kov. Ableitung V finden, fiir die die Parallelverschiebungen

A n n
Py i Ty@M™ — ThypM

(pseudo)-orthogonale Abbildungen sind, d.h. Langen und Winkel von Vektoren bleiben
invariant.
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Satz 3.19. Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie. Sei (M", g) semi-
Riemannsche MF. Dann existiert genau eine kov. Ableitung V auf M™ mit

1. X(gV,2))=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (metrisch)
2. VxY — Vy X = [X,Y] (torsionsfrei).

Diese kov. Ableitung V heiffit Levi- Civita-Zusammenhang von (M™, g) und ist gegeben
durch die Koszul-Formel:

(x)  20(VxY,2) = X(9(Y,2))+Y (9(X,2)) - Z(9(X,Y))
+9 (X, Y], 2) +9([2,X],Y) +9([2,Y], X).

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Ezistenz: Die Formel (k) definiert eine metrische und torsionsfreie kov. Ableitung.
UA.
2. Eindeutigkeit: Sei V metrisch und torsionsfrei, dann gilt

X(g(v,2)) "= g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)
Y(9(X,2)) "= g(VyX.Z)+g(X,VyZ)
3 g(VxY, Z)+g([Y,X],Z) +9(X,VyZ)
Z(g(X)Y)) = g(VzX,Y)+g(X,VzY)
S g(VxZY)+g(2,X].Y) +9(X,VyZ) +g(X,[Z,Y]).

Daraus folgt dann aber die Koszul-Formel (x).
O

Satz 3.20. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-RRiemannschen MF (M™, g)
und seien {FZ} die lokalen Koeffizienten von V

=2y, =

Dann gilt: T¥ ist symmetrisch in (i,7) und

() = ZQM < (%] (9ie) — 8%5 (%)) :

wobei gi; = g <a‘;, %) die lokalen Koeffizienten der Metrik sind und g** die inverse

7

Matriz zu g;;.
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n
Beweis. Wir setzen V 2 axj Z Z]W in die Koszul-Formel (x) ein und benutzen

[8‘;, 8%] = 0. Dann ist

0 0 0 0 0
2g <V 9 —, —> = 8—% (gz'p) + 8—% (gz’p) - 8—1’]0 (gij)'

2z; Oxj Oxp

'

n

Multiplizieren wir dies mit ¢gP* und summieren iiber p, so folgt

0 0
4 E ' ‘p Y -
2F g < g]p + 838]' (gzp) axp (gm)> .

Definition. Die {Ffj} aus (**) heifen Christoffel-Symbole von (M™, g).

Satz 3.21. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang der semi-Riemannschen MF (M™, g)
, v a,b] € R — M eine glatte Kurve und X,Y € X,(M) parallel verschobene VF
entlang v, dann gilt

gy (X (8),Y (1) = gy(a) (X (@), Y (a)) VL€ [a,b].

Insbesondere ist Py : TyayM — TypyM eine (pseudo)-orthogonale Abbildung, d.h.
Langen und Winkel von Vektoren bleiben invariant.

Beweis. V ist eine metrische kov. Ableitung, und mit der Definition von % folgt

G 00 (X O @) =500 (TG 0.7 0 )00 (X 0.5 0) ¥x.Y € 2,00

Da nach Voraussetzung X und Y parallele Vektorfelder sind, verschwindet die rechte

Seite der Gleichung. O

Satz 3.22. Sei M™ C RY eine UMF mit induzierter Riemannscher Metrik g. Der Levi-
Cwita-Zusammenhang von M™ ist dann gegeben durch

VxY =projpry X (Y).

Beweis. Die Richtungsableitung im R™ ist bekanntlich metrisch und torsionsfrei. Fiir
Y,Z € X(M") mit X (Y) = projppy X (Y)+projy X (Y) folgt dann aber aus TM L), ~NM

X(gY.2)) = (projpyX (Y),Z)gn + (Y,projpy X (2))
= g(VxY,Z)+g(Y,Vx2)
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und
VxY —=VyX = projry (X (Y)-Y (X))
= projTM [Xa Y]
~——

tangential

= [X,Y].

Eine kovariante Ableitung V auf M kann man auch auf Tensorfelder fortsetzen.

Definition. Sei B € X9 (M) ein (r,0)-Tensorfeld und X € X(M). Das Tensorfeld
VxB e X9 (M) mit

(VxB)(X1,...,X,) = X (B(X1,..., X,)) = Y_B(X1,...,VxXi,..., X;)
=1

heifst kovariante Ableitung von B nach X.

Damit ergeben sich folgende Eigenschaften:

1. Vx (Bl + Bg) =VxBi 4+ VxBs
2. Vx(fB)=X(f)B+ [ VxB
3. Vx (Bl ® Bg) =VxB1 ® By + B ® VxBs.

Satz 3.23. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit, dann gilt:
1. V ist ein metrische kovariante Ableitung auf M <= V, =0
2. Ist V torsionsfreie kov. Ableitung auf M, dann gilt

(Lxg) (Y, Z) =(Vxg) (Y, 2) +9(VyX,Z) + g (Y,V2X)
3. Ist VEC der Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g), so folgt
(Lxg)(Y,Z) =g (V¥°X,Z) + g (Y, VEX).
Insbesondere gilt:

X ist Killing-VF < ¢ (V{°X,Z) +g(Y,VZX) =0 VY,Z € X(M)

und
X ist ein konformes VF <= IAN€ C* (M) g (V%CX, Z)—I—g (Y, VéCX) =Xg(Y,Z) VY, Z € X(M).

Beweis. Nachrechnen mit Definition von V, und UA iiber Lie-Ableitung. O
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3.5 Kriimmungen von Kurven im (R", (-, -)gn)

Ziel: Sei v : I € R — R” eine C*°-Kurve. Wir suchen n — 1 Funktionen, die 7 bis
auf Euklidische Bewegung eindeutig bestimmen (Invarianten) und auferdem die
LJKriimmung “ beschreiben, d.h. Abweichungen von v von Geraden, Ebenen,...

Y~ ki, oo kno1 I CR— Rmit ky,...,k,—1 sind C®

Definition. Eine C*°-Kurve v : I C R — R”™ heiflt Frenet-Kurve (oder allgemein ge-
kriimmt), wenn v(¢),...,7" 1(¢) linear unabhiingig sind fiir alle ¢ € I. Insbesondere gilt
dann: v ist regular und Im(~) liegt nicht in einer (n — 2)-dimensionalen Ebene des R™.

Wir betrachten fiir v : I — R"™ ein begleitendes Euklidisches Koordinatensystem

v(t),e1(t), ..., en(t)

positiv-orientierte
ONB des R™

Dazu benutzen wir das Erhard-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren:

(1) . :
e1(t) = Tangentialvektor von yin ¢t € I
O =

-1 -1 -1

ej(t) = (7(”)@) -0V @), ez(t)>€z(t)> A6 =Y (V@) a)alt)
=1 =1

en(t) = e1(t) x ... xep—1(t)

[Dabei gilt a1,...,ap—1 ER®" = ay X ... X ap—1 € R" ist definiert durch

(a1 X ... X ap—1,b)ygn = det(aq,...,an_1,b) Vb € R”]

Damit gilt:
a) span (fy’(t), e ,’y(j)(t)) = span(eq(t),...,e;(t))
b) (7 (t),...,Y9)(t)) und ey (t),...,e;(t) sind gleich orientiert:

J
er(t) =Y MuV()  k=1,...j
=1

* *
Mk’l(t) = = det(M) >0
0 *

Die letzte Implikation folgt, da alle Diagonaleintréige positiv sind (siehe oben).

c) ei(t),...,en(t) ist eine positiv orientierte ONB des R”
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d) ej : I CR — R" ist fiir jedes j = 1,...,n eine C°°-Funktion
Bezeichnung: Das begleitende Koordinatensystem (y(t), e1(%), ..., en(t)) heifst Frenetsches KS
der Frenet-Kurve . Es ist durch a)-c) eindeutig bestimmt.

Im weiteren beschiftigen wir uns mit den ,Kriimmungen “ von ~. Diese zeigen sich in
der Verdnderung des Frenetschen KS (y(t),e1(t),...,en(t)). Dazu beschreiben wir €’(t)
in der Basis (e1(t),...,en(t))

1) =Y wptent)  tel
k=1

Insbesondere: wj(t) = (€}(t), ex(t))rn
Wir haben damit n? Funktionen, welche die Verinderung beschreiben. Wir zeigen nun,

dass nur n — 1 Funktionen notig sind.

Satz 3.24. Seiy: I C R — R Frenetkurve mit Frenetschen KS (y(t),e1(t),. .., en(t)).
Dann gilt

6/1 (t) 0 IU12(t) 0 el(t)
6/2 (t) —wW12 (t) 0 w3 (t) €9 (t)
: — —w23 (t) 0 :
el (1) . Wy—1,n(t) | | €n—1(t)
en(t) 0 —Wp—1,n(t) 0 en(t)

d.h. wjk(t) = —wkj(t) und Wi = O0Vk>j+1.

Beweis.
1) Es gilt:
(ej(t),er(t)) = 9; Vtel
=0 = (ej(t),ex(t)) + (e(t), e (t))
= wjk(t) + wy;(t) Vtel
2) Es gilt
¢j(t) € span(y'(t), ...,y (1))
= e;(t) € span(~/(t), ... ,'y(j+1)(t)) = span(e(t),...,ej4+1(t))
= (ej(t),er(t)) =0 VE>j+1

O

Definition. Sei v : I C R — R" eine Frenetkurve. Dann heifen k; : I C R — R definiert
durch

@ay—fﬂiil j=1,...,n—1

T yer 7T
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Kriimmungen von . k; heit die j-te Krliimmung. (Man teilt durch den Betrag um
Unabhéngigkeit von der Parametrisierung zu erreichen.)

Dann gelten fiir das Frenetsche KS

el (t) 0 k1 (t) e1(t)

e5(t) —ki(t) 0 k(D) ea(t)
= |+ (1)] —ka(t) 0 :

e (1) o k()] | en1(t)

e, (t) —kno1(t) 0 en(t)

die Frenetschen Formeln fiir .

Satz 3.25. Seiy:I C R — R"™ eine Frenet-Kurve und ki,..., k!, ihre Kriimmungen.
Dann gilt
1) k], ... k] _5>0
2) Seit :J — I eine orientierungserhaltende Parameter-Transformation (d.h. 7" >0)
und v := vy ot die Unparametrisierung von y
= k7(s) = k7 (7(s)) Vs e J
3) Sei B : R™ — R"™ eine eigentliche Euklidische Bewegung, d.h. B(x) = Ax + xo mit
xg € R", A € SO(n) Yz € R™. Dann gilt fir 4 := Bo~y
Kt)y=k'(t) Vtel,j=1,....n—1

Beweis. Ubungsaufgabe (Def. von k;(t) und Kettenregel) O

Satz 3.26. Hauptsatz der Kurventheorie
Seien ki,...,kn_1 : I C R — R C*-Funktionen mit ki,...,k,_o > 0. Dann exis-
tiert eine auf Bogenlinge parametrisierte Frenet-Kurve v : I — R™ mit den Krim-

mungen ki,...,kn_1. Ist ¥ : I — R" eine weitere Frenet-Kurve mit den Krimmungen
ki,...,kn_1, dann existiert eine eigentliche Euklidische Bewegung B : R™ — R" mit
¥ =DBonx.
Beweis. Seien ky,...,k,—1 : I C R — R C"°°-Funktionen gegeben mit kq,...,k,_2 > 0.
Sei tg € I und ay,...,a, positiv-orientierte ONB im R". Betrachte ein lineares DGL-
System fiir Funktionen e; : I - R" j=1,...,n

e (t) 0 ka(t) e1(t)

e5(t) —k1(t) 0 ka(t) e2(t)

L= —ho(t) 0 NG
;1—1( ) kn—1(t) en—1(t)
e (t) k() 0 ealt)

mit Anfangsbedingungen e;(ty) = a; j =
(e1,...,6n): I =5 R" x ... x R" von (%).
Behauptung:

1,...,n. Dann existiert genau eine C*°-Ldsung
(Analysm I1I)
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1) (ei(t),...,en(t)) ist positiv-orientierte ONB fiir alle t € I

2) Suche Kurve v : I € R — R" auf BL parametrisiert mit dem Frenetschen KS
(y(t),e1(t),...,en(t)), dann sind ki, ..., k,—1 die Krimmungen von 7 nach den
Frenetschen Formeln

3) Eindeutigkeit von v modulo eigentliche Euklidische Bewegungen
zu 1) Setze fi;(t) = (ei(t),e;(t)) mit ¢, =1,...,n dann gilt

fist) = <62(t)a€j(t)>+<6i(t)76}(t)>

O k(e (t), e (1) + ki) essn(t), e5(t)

)
—1(t)(ei(t), ej-1 (1)) + k;(t){ei(t), ej41(1))
= fi;(t) = 1) fim1,5(8) + Kit) figr,5(8) = i1 (8) fij—1(8) 4 K5 (8) fija(8) (o)
(**) ist ein lineares DGL-System fiir f;; mit AB f;;(t0) = (ei(t0), e;(to)) = (as, a ).
Es existiert genau eine C'*°-Loésung dieses AWPs. Diese ist

fii(t) = 045 Vtel

(verifizieren durch einsetzen in (xx))
= (e1(t),...,en(t)) sind ON-Basis im R" fiir alle t € T

(e1(t),...,en(t)) sind positiv-orientiert im R™:
det(e1(t),...,en(t)) >0 (e1(t),...,en(t)) € Orn
Nach den AB gilt:
det(e1(to),- .-, en(to)) = det(ay,...,a,) >0

I C R ist zusammenhéngend: det(eq(t),...,e,(t)) ist auf I stetig und ungleich 0.
zu 2) Sei yo € R” fixiert und « : I — R™ definiert durch

e

Dann ist v eine C*°-Funktion und ~/'(t) = e1(t) = ||/ (t)|]| = |lex(t)]] = 1. D.h. v
ist auf BL parametrisiert.

Behauptung: (y(t),e1(t),...,en(t)) ist das Frenetsche KS von « (d.h. ky,..., k,—1
sind die Kriimmungen von 7).

. i=1
Wir zeigen: v (t) = e;(t) - [[ ki(t) mod span(eq,...,ej—1)j=1,...,n—1
=1

Hierbei bedeutet mod , dass noch eine Linearkombination dieser Vektoren hinzu-
kommt.

Beweis durch Induktion:
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) = (O =) Dk e
—Jj—=J+1:

j—1 J—1 '
LG+ (y(j)), 1 (ej : H Kk + Zal ' El)
1=1 1=1
j—1 j—1 ' i-1 /
= e;--sz+ej'<Hkl> +<Zal'el>
!/
= €41 Hkl tej-1- (Z a- el)

=1

J
= €j41- Hkl mod span(eq, ..., e€;)
1=1
= (Y(¢),- .. ,7(”_1)@)) sind linear unabhéngig
* span (fy’(t), .. ,’y(j)(t)) = span(ey(t),...,e;(t))
x (V(t),...,Y9(t)) und (e1(t), ..., e;(t)) sind gleich orientiert, da die Trans-
formationsmatrix die Form hat:
1 *
k1
ky - ko ~det >0, da ki,....kp1 >0

0 kl'---'kj—l

x (e1(t),...,en(t)) sind positiv orientierte ONB Vt € I
= (y(t),e1(t),...,en(t)) ist das Frenet-KS von ~ (siehe oben)

zu 3) Sei 4 : I — R™ weitere auf BL parametrisierte Frenet-Kurve mit den Kriimmun-

gen ki,...,kn—1 : I = R. Dann gelten die Frenetschen Formeln fiir 4. Fiir das
Frenetsche KS (5 ( ),€1(t), ..., en(t)) gilt:
& (t) 0 k1 (t) é(t)
&(t) —ki(t) 0 ko) éa(t)
: _ —kao(t) O : ( % x)
€n_1(t) - kn-1(t) én—1(1)
a0 k()0 ult)
Da é;(tp),...,€n(to) eine positiv orientierte ONB ist, existiert eine Matrix A €

SO(n) mit €;(ty) = Aej(to) fiir j=1,...,n
= Die Funktionen €; : I — R™ und Ae; : I — R" erfiillen (***) mit der gleichen
AB ¢j(to) = Ae;(to) (j =1,...,7n)
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= Ae; = ¢; (Eindeutigkeit von AWP fiir lin. DGL-Systeme)

j=1 = A VB ) () =) el
1

= es existiert zp € R" mit Y(¢t) = Ay(t) + zo Vtel

3.5.1 Spezialfille
3.5.1.1 Ebene Kurven

Sei im weiteren v : I C R — R? glatt und reguléir (d.h. Frenet-Kurve). Wir bezeichnen

e mit Tanyy := y(t) + RY/(¢) die Tangente an vy in ¢t € T
/
t
e mit e (t) := r(t) den Tangentenvektor von yint € I
7' (@)l
e mit eo(t) := D= (e1(t)) den Normalenvektor von v in t €
2

(hier bezeichnet Dz die Drehung um 7 in positiver Richtung)
Die Frenetschen Formeln (kurz: FF) haben die Form

() = (i ) (60)

mit k : I — R Kriimmung von ~

Satz 3.27. Sei v : I C R — R? requlir mit Kriimmung k¥ : I — R. Dann gilt:

1) Sei vy ein fizierter Einheitsvektor und

w(t) := <" (vo, 7' (1))
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der orientierte Winkel zwischen vy und ~'(t). Dann gilt:

w' (1)
WOl

(geometrische Interpretation der Krimmung: Tangente dreht sich)

K (t) = Vtel

2) k1(t) = det(” (/())W;/(t)) Vt € I (Berechnung von k")

Ist insbesondere v auf BL parametrisiert, dann gilt
V'(t) = K7(t) - ea(t)

3) k7(t) >0 ex. I = (t — €,t +¢€) sodass |y, im S-Halbraum liegt

K'(t) <0< er. I = (t — €, t + €) sodass )7, im ©-Halbraum liegt

€2
€1

Beweis.

1) Sei (vo,v1) positiv orientierte ONB des R?. Dann gilt

=e1(t) = cos(w(t)) - v+ sin(w(t)) - vy
ea(t) = cos ( (t) + > -y + sin (w(t) + g) -1

= —sin(w(t)) - vg + cos(w(t)) - vy (%)

= ei(t) = —w'(t)sin(w(t)) - vo +w'(t) cos(w(t)) - v1
2w (1) eat)
= IR (Bea(t)

=w'(t) = [V O

w'(t)

=0 = ol
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2) Es gilt

V) = ea®ly @l
="t) = @IV OI+ea®l Ol
=@ K @ea(t) + ex(®) Y (B
det(ex (&)l @)1, 17 ()1 - K7 (t)e2(t))
= V@O - k(1) - det(er (1), ex(?))

=1

My
My

o,

= det(y'(t),7" (t))

ety (1), 4"(1)
= K1) EiOIE

Sei nun v auf BL parametrisiert = (7/(¢),+/(t)) =1

Y(t+h)
di(h) = dist” (y(t + h),Tangyy) = (y(t + h) —y(¢), ea(t))
d;(0) = (y(t),e2(t)) =0
di(0) = ("(t),e2(t)) = k7(t)

falls £7(t) > 0 d; hat in k = 0 striktes lokales Minimum
di(h) >0 VO < |h] < e
dy hat in k = 0 striktes lokales Maximum

di(h) <0 VO < |h] <€

falls £7(t) < 0

Ll



156 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

0

Beispiel 3.28.

1) k7(t) = 0 & Im(v) liegt auf einer Geraden
2) kK7(t) =r < Im(y) liegt auf einer Kreislinie vom Radius ﬁ

Beide Aussagen folgen nach dem Hauptsatz der Kurventheorie.

3.5.1.2 Kurven im R?

Sei im weiteren v : I C R — R3 Frenet-Kurve, d.h. regulir und (7/(¢),~”(t)) linear
unabhéngig fiir alle ¢ € I. Das Frenetsche Koordinatensystem beschreibt sich dann wie
folgt

/
e1(t) == % heifst der Tangentenvektor von v in t € T
~(t 1 _
x(t) = (0 - O 0)- o) o heike

V() = (Y (), (1)

| VO
der Hauptnormalenvektor von v in ¢t € T

es(t) := e1(t) x e(t) = %

Fiir die Frenetschen Formeln gilt

heifst der Binormalenvektor von v in ¢t € T

el (1) 0 KO 0\ fal)
() | =IYOI | -k@) 0 ()| |e(t)
es(t) 0 —7() 0 es(t)

k: I — R heift Kriimmung von v (k > 0)
7 : I — R heifst Windung von ~

Formeln zur Berechnung von k und 7
Sei v : I C R — R3 auf BL parametrisiert. Dann gilt 7/(t) L 7" (t), e1(t) = +/(¢) fiir alle
t € I. Damit folgt

o eit) =71

«ono Y0
0= o
/ 1 1
* ealt) = (VO < V() gy

Damit und mit den Frenetschen Formeln gilt
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=0 = 20 Hiealt) = KO
S kO = I
weiter gilt
) = k() + (es(t)
=10 = e = (3270 (15 ) 00 x o))

det(v/(2),7"(1), 7" (1))
Iy ()11

=7(t) =

Bemerkungen:

1) Ist v auf BL parametrisiert, so heift v Kriimmungsvektor von v in ¢ € I. (wegen
k(t) = || (¥)||. Falls v"(to) = 0, dann setzt man k7 (ty) := 0)
2) Sei 7y : I — R? eine ebene Kurve und 4 = (v,0) : I — R3. Dann gilt:
() = k()
—— ——

2-dim. Kriimmung 3-dim. Kriimmung

fir allet € I.
Satz 3.29. Fir die Krimmung und Windung einer beliebigen Frenet-Kurve v :1 C R —
R3 gilt:
17'(8) x " (@) 1 (W(t) V() () 7”(t)>>
1) kKV(t) = = det ’ ’
PR er . erY T\ @) (7o
/ 1 " / /! "
9) P(t) = det(7'(£),7"(),7"' (1)) 1 det(y'(£),7"(t),7"(t))

17 (&) < " ()] kY (£)2[l ()11

Beweis. Wir parametrisieren v auf BL: fixieren tg € 1

(1) = / I/(s)llds = I'(5) = |/ ()] > 0

= [:I — J=1I(I) ist eine orient.-erhaltende Parametertransformation

Fiir die Umparametrisierung 7 = v o [~! auf BL gilt dann mit Satz 3.25:

@) =2t Vel
Sa,tz:g>.25 k’y(l(t)) — k’y(t),T:y(l(t)) =T77(t) vtel
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zu 1) Es gilt

Yy = A1) U

)= A) 10+ ) )

()= A W) B 1)+ ) 1)
und damit

_ @@l @) -5 U1) x Ut)?-5"1@)l
v @) v @)1
(RO
_ @A) x 3 aw)ll
Y@

= ¥ @) <y )l

L2 5l = K )
= W

zu 2) Nach den Definitionen von v und %4 sowie den Bemerkungen zur Berechnung von 7
und k gilt

det(v'(£),7"(£),7" (1)) = U'(t)°- det(5'(I(t)

= @S- 1®1) -k

—— N —

=mI(t)  =k7(t)

det(v/(t),7"(t),7"(#))
kY(@)? - v @)N°

O —
N
I
—
~
—
o~
SN—
S~—
N
I

I
—
~
—~
~
S~—
SN—

Geometrische Bedeutung von Kriimmung und Windung

Kriimmung Die Kriimmung misst die Abweichung von « von einer Geraden. Sei
hierzu 0.B.d.A. v auf BL parametrisiert. Es gilt

E7(t)=0 <« Imr liegt auf einer Geraden, denn:
Kt)=0 & +'(t)=0Vtelsyt)=at+bVtel
Satz 3.30. Seiy: I — R3 regulir, t € I fix. Sei
w(h) = <(/(t 4+ h), 7/ (1)) € [0, 7]

der nicht orientierte Winkel zwischen ~'(t) und ~'(t + h). Dann gilt

0
F0=
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Beweis. Es gilt

ve(h) = <e1(t+h),e(t))

e1(t)

ei(t+h)—er

Und nach elementargeometrischen Uberlegungen zum Sinus im rechtwinkligen Dreieck

(W) el e@)

weiter

2
/ _oov(h) —u(0) L wg(h)
= ul0) = Jim =g = =
o e el um
h—0 h 9sin vtgh))
N —
h:;o1
= Jler (@)l
FF

= MY OIE @) - e2(@®)ll = I/ @©)NIE (t)

v¢(0)

KO = o

O

Windung Sei v : I — R? eine Frenet-Kurve. Die Windung misst die Abweichung
von « von einer Ebene, d.h.

7 =0 & Im~y liegt in einer Ebene

Beweis.

»<=* Sei v(t) € P+ span(a1,az) V¢ € I. Dann gilt v/(¢),7"(t),7"”(t) € span(ai,ag),
also sind ~/(¢),~7”(t),~"(t) linear abhingig. Mit Satz 3.29 gilt 77(¢) = 0. (Determinante
linear abhéngiger Vektoren ist 0.)
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»=" Sei 77 = 0. Mit den Frenetschen Formeln gilt fiir alle ¢ € I:

es(t) = —IOI-77(t) - ex(t) =0
= e3(t) = a= konstant
= (y(t),es(t)) = 0 Vtel
= (Y (t).,a) = (y(t),a) =0
= (y(t),a) = konstant =c Vtel

= y(t) € {z € R3|(x,a) = ¢} =: Ebene Vtel

Satz 3.31. Seiy: I — R? cine Frenet-Kurve, t € I und sei
ne(h) == <(e3(t + h),es(t)) € [0, 7]

der nicht orientierte Winkel zwischen den benachbarten Binormalenvektoren es(t + h)
und e3(t). Dann gilt

~ n,(0)
0= e

Beweis. analog zu Satz 3.30 U

Definition. Sei v : I — R? eine Frenet-Kurve, ¢ € I, dann heifit
Es(t) == ~(t) +span(v'(t),7" (1))

die Schmiegebene von v in ¢t € I.

Vorzeichen der Torsion:

Behauptung:
e 77(t) > 0 < ~ durchstokt die Schmiegebene Fy(t) in t € I von © nach @®
o 77(t) < 0 < 7 durchstokt die Schmiegebene E4(t) in ¢t € I von @ nach &

Beweis. Es gilt
o Y(t+h)—7(t) = z(h)er(t) + y(h)ea(t) + z(h)es(t)

Die Taylorformel fiir v(¢ + h) in h = 0 fiihrt zu:



3.6 Kriimmungen von Flichen im R3 161

o (t+ ) = 1(t) =Y (Oh+ 37 O + 7" (O + O(*)

Sei nun v 0.B.d.A. auf BL parametrisiert. Mit den Frenetschen Formeln gilt

Y8 = K(tea(t) + k(t)ea(t)

K (Dea(t) + k() (—k(t)er (t) + T(£)es(t))

Koeffizientenvergleich fiihrt zu einer Formel fiir z(h)

Ah) = BRI + O

6
31
= Rk’ | = k(t) 7(t) + O(h)
6~~~
>0
Damit folgt die Behauptung. O

3.6 Kriimmungen von Flichen im R3

Zunichst werden wir einige Bezeichnungen einfiihren. In diesen Kapitel sei stets M C R3
eine 2-dimensionale, orientierte Untermannigfaltigkeit des R® mit induzierter riemann-
scher Metrik. Wir bezeichnen dann M als Fléche.

Definition. Sei M C R3 eine Fliche. Die Abbildung

n:M — R
x — n(x)
mit
1) in(z)] =1
2) n(x) L T,M
3) (vi,v2,n(x)) € Ops Y(v1,v2) € O, 11

heifit die gaufsche Normalenabbildung von M.

Weiter sei fir z € M und v € T, M mit E, := x + span(v,n(x)) die Ebene durch x
bezeichnet, die von v und n(x) aufgespannt wird. Wir wollen die Kurve I', = M N E,, in
FE, nutzen um die Kriimmung von M, d.h. die ;,Abweichung von M von T, M in z zu
messen. Hierfiir wollen wir Eigenschaften der gaufsschen Normalenabbildung ausnutzen.
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Satz 3.32. Sein : M — S? die gaufische Normalenabbildung von M. Dann gilt

1) T,M =T,nS* VeeM

D

2) dng : T,M — T, M(= Tn(I)SQ) ist selbstadjungiert bzgl. g, :== (-,+) d.h.

R3 |7 M 3T M

(dng(v), w)ps = (v, dng(w))gs Yo, w e T, M

Beweis.

w 1) T,y S? = {v € R3|(v,n(x))gs = 0} = T, M da n(z) Normalenvektor an T, M.

zu 2) dng : T, M — T, M ist eine lineare Abb. von T, M nach T, M. Sei (U, ¢ = (u1,u2))
Karte von M um « € M. Wegen der Linearitdt geniigt es die Behauptung auf einer
Basis von T, M zu zeigen. D.h. es geniigt zu zeigen

Es gilt

Produktregel 0 _ 0 -1
feree —<nw1, . >(s0($))

0u; \ ~—— Pu;
normal SN——"

tangential

o e
e (0. 2 )

rickwéirts <dnm <a%(:r)> 78%(@‘)>

= dn, ist selbstadjungiert auf (7T, M, g;).

0

Bemerkung: Es gilt ( dn i(a:) i(m) = —(n(z) 82¢_1( (z)) ). Damit ha-
7@ & v 8114 ’8uj N ’8ui8uj v -

ben wir auf T, M zwei symmetrische Bilinearformen:
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1. Fundamentalform:

L,:T,MxT,M — R
(v,w) = gp(v,w) = (v,wW)g3
Die erste Fundamentalform beschreibt die ,innere* Geometrie auf M, d.h. Lingen, Win-

kel und Flacheninhalte. (I entspricht der induzierten Riemannschen Metrik)

2. Fundamentalform:

I, : T, M xT,M — R
(va) = III(va) = <—d’I’Lw(’U),’U)>R3

Die 2. Fundamentalform soll die ,Krimmung* kodieren.

Satz 3.33. Sei M C R? orientierte Fliche mit gaufscher Normalenabbildung n und 2.
Fundamentalform 11

1) Sei~y:I— M C R? auf BL parametrisierte Kurve, dann gilt
ILa (' (),7' (1)) = (n(v(1), 7" (t))ms

2) Seix e M,ve T, M mit|v|| =1, sei weiter E, := x+span(v,n(x)),I, :== MNE,
und d : I — M eine auf BL parametrisierte Kurve mit Im 6 =Ty, (lokal um x). Also
d(to) = =, (tg) = v fiir ein to € I (d.h. 6 parametrisiert I, auf BL). Dann ist 0
eine Kurve in der Ebene E,,. Identifiziere E, mit R? durch das Koordinatensystem
(x,v,n(x)). Dann gilt:

IT.(v,v) = K*(ty) (Kriimmung der Ebenen Kurve §)

Bewess.
1) Es gilt
ILay( (0,7 (1) = (—dn (v (), 7 (1)
(o) (1),7(1)
PR

2L non)t) 70 )+ () "0)
N—— N~

normal  tangential

=0

2) Sei ¢ wie beschrieben gegeben. Wir betrachten § als ebene Kurve. Fiir das Frenet-
sche KS von ¢ gilt

[
N — o,
—~
~
=
SN—
|
3
—
&)
—o,
—~
~
=
SN—
N~—
Il
(VB
—
<
N~—
Il
3
—
8
N~—
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Da ¢ auf BL parametr. ist, gilt fiir ihre Kriimmung;:

8"t = k() - ed(t)
= 8"(t)) = K°(to) - n(6(t))

L IL(0,0) = Ty (0 (t), 8 (k) 2 (n(8(t0)), 8" (t0))

= (n((to)), ¥ (to) - n(6(to)))
= K (to)

0

Bemerkung: I1,(v,v) misst die Kriimmung der Schnittkurve I';, C E,, d.h. die Abwei-
chung von I'yy von Tz ;.

Definition. Sei M C R? orient. Fliiche, x € M,v € T, M, ||v|| = 1. Dann heifit
kn(v) := I1;(v,v)

Normalen-Kriimmung von M im Punkt x in Richtung v.

Folgerung: Fiir v € T, M mit |jv|| =1 gilt

kn(v) >0 & T, = MnNE, liegt nahe x in ®-Seite der Tangentialebene bzgl. n(x)
kn(v) <0 < Ty, = MnNE, liegt nahe = in ©-Seite der Tangentialebene bzgl. n(x)

Wir bemerken, dass k, : {v € T, M]|||v|| = 1} — R stetig ist, da IT bilinear ist.

kompakt in T M

= ky, nimmt auf {v € T, M|||v|]| = 1} ein Minimum und ein Maximum an:

A1 (z) == min{k, (v)|v € T, M, ||v|| = 1}
Ao(x) := max{k,(v)|v € T, M, ||v|| =1}

A1(x), A2(x) heiffen Hauptkriimmungen von M in & € M. Ein Vektor v € T, M mit
[lv]] =1 und &, (v) = A\i(2),i = 1,2 heift Hauptkriimmungsvektor. Die Geraden Rv dazu
heiffen Hauptkriimmungsrichtungen.

Satz 3.34. Sei M C R? eine orientierte Fliche, I, 11, die 1. und 2. Fundamentalform
von M in x. Sei v1,vy eine ONB von (T,M,1,), sodass

(I14(vi,v5))ij = (%1 £2> w1 < pe (Hauptachsentransformation)
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1) Dann sind v1,ve Hauptkrimmungsvektoren von M in x € M und p; = \(x),
i=1,2.

2) Es gilt die Eulersche Formel: Seiv(0) € T, M ein Einheitsvektor mit 6 = <°" (vy,v(0))
bei der Orientierung (v1,v2) € Og2. Dann gilt:

En(v(0)) = cos® 0 - A\ (z) +sin? 0 - Ao(x)
Beweis. Sei (v1,vy) wie gefordert gegeben. Sei weiter

v(0) :=cos @ - vy +sinf vy € T, M
ein Einheitsvektor, d.h. 6 = <°"(v1,v()). Es gilt:

I, (v(0),v(0)) = kn(v(0)) =1I,(cosf-vi+sinb- vy, cosd vy +sinb-vq)
=:k(0)
= c0os?0 - py +sin® -po (%)

Wir bestimmen die Maxima und Minima von k(0):

K@) = 2-cosf-sinf(us — 1)
=sin(20) >0

_ liebi
L0 falls {,ul Mi un(i) 0 beliebig
= 07 2 , §7T
Weiter gilt k”(0) = 4 cos(20)(pu2 — p1). Dann gilt fiir den Fall pg > p:

K'(0)>0 < 60=0,7 mod 2r < k() hat lok. (glob.) Minimum

') <0 < 0= E, §7r mod 27 < k(0) hat lok. (glob.) Maximum

2°2

Damit folgt, dass v; und vy Hauptkriimmungsvektoren von M im Punkt z sind und

kn(v1) = M(x) = g im Fall § =0, m,
o (v2) = Aa(2) = s im Fall 6= 7. gw.
Damit ist 1) bewiesen, die Eulersche Formel folgt direkt aus (). O

Folgerung: Sei M C R3 eine orientierbare Fliche und n : M — S? ihre gauksche Norma-
lenabbildung. Dann sind die Hauptkriimmungen A1 (x), A2(x) die Eigenwerte der selbstad-
jungierten linearen Abbildung —dn, : T, M — T, M und die Hauptkriimmungsvektoren
sind die zugehorigen Eigenvektoren.
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Beweis. Seien (vi,v2) die Hauptkriimmungsvektoren

(I13(vi,v)))i; = <)\1éx) )\2(2x)>
= I, (vi,v;) = (—dng(vi),vj)rs = dij\i(x)

= (Ai(z)vi,v5,)
= L(—=dng(v;),v5) = L(\i(x)vi,v;)

Und da I, nicht ausgeartet ist folgt
—dng(v;) = Ai(x)v;

fiir ¢ = 1,2 und damit die Behauptung. O

Definition.
e Die Zahl K (x) := A (z) - A2(z) heift Gaub-Kriimmung von M in x € M
e Die Zahl H(z) := (A1 (z) + A2(z)) heift mittlere Kriimmung von M in z € M

Zur Berechnung von K (z), H(x), A\1(z), A2(x) in lokalen Koordinaten: Sei
fUCR®*> M

eine lokale Parametrisierung von M um x € M (d.h. (f(U), f~!) ist eine UMF-Karte
von M). Dann gilt:

) _of
8ui(f(u)) =
f of

TiwyM = span <8u1( )s 8u2( )>

Die Normalenabbildung n beschreibt sich auf f(U) durch

(u)

sy = (2w x 2 w) | L« L
Sei weiter:
50 = T (GH00 30w = (B L w)

hij(u) = Il (81];( ), 812( )) = <n(f(U))a%5;j(U)>R3

Im folgenden werden die Bezeichnungen (g;;(u)) und (h;;(u)) fiir die Matrizen mit den
Eintrégen g¢;;(u) beziehungsweise h;;(u) verwendet.
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Satz 3.35. Fir die Krimmmungen gilt auf f(U) C M:

1) K(f(U))Z%Z((Z))))

2) H(f(u)) = 5 - Spur (g ()~ o (his ()
3) M(f(u)), A2(f(u)) sind Nullstellen des Polynoms

u = (u1,us)

N _2H(f(u)A+ K(f(u)) =0  d.h.

Ma(f(u)) = H(f(u)) £ VH(f(u))? = K(f(u))
Insbesondere sind K, H € C*°(M).

Beweis. Seien vy, vy Kriimmungsvektoren von M in f(u), die eine ONB in T, M sind.
Dann gilt:

of <
o kZ::lAkz(u)"Uk

= 5) = (100 (5257 ) ) =400 Iy (), 2A0)

; SRR
— A(u)'oA(w)  und analog
() = Ao (M50 )0 Aw)
M) 0

= aw o (MY 1) et

Mit den Rechenregeln fiir Determinante und Spur folgt hieraus 1) und 2). 3) folgt aus
dem Vietaschen Wurzelsatz. O
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3.6.1 Geometrische Eigenschaften von H, K

Tany M
aE

1.) Das Vorzeichen der Gaukkriimmung: K (x) beschreibt die lokale Lage der Fliche bzgl.
Tan,M:

e Wir bemerken: liegt M auf der ©-Seite von T'an, M so gilt K(z) > 0da k,(v) <
0VveT, M

= )\1(1’),)\2(%) <0
= K(z) >0

Es gilt:

K(z) >0 < M liegt in einer Umgebung von z € M vollstéandig in
@ oder &-Seite von Tan, M

x € M mit K(x) > 0 heift elliptischer Punkt
e Zylinder ~~ K(z) = 0 Va € M, denn k,(v) = 0, k,(?) < 0 V0. Folglich gilt
K(x)=0.
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x € M mit K(x) = 0 heift parabolischer Punkt.

e Hyperboloid ~» Es existiert v mit k,(v) < 0 und w mit k,(w) > 0. Also gilt fiir
die Hauptkriimmungen A;(x) < 0 und Ag(x) > 0 und damit K(z) < 0.

x € M mit K(z) < 0 heift hyperbolischer Punkt.

2.) Zur mittleren Kriimmung

Definition. Eine Fliche M C R? heiftt Minimalfliche, wenn H = 0
Beispiel: Katenoid, Wendelfliche

Bemerkung: Solche Flichen lassen sich lokal vollsténdig beschreiben durch holomorphe
und meromorphe Funktionen (Weierstraf-Darstellung)
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Bemerkung: Minimalflichen sind diejenigen Flichen, die kritische Punkte des FIa-
chenfunktionals sind:

Definition. Sei M C R3 Fliche mit gaufscher Normalenabbildung n : M — R3.
Eine kompakte Variation von M ist eine Schar von Flichen {M]'} <., wobei h €
C*°(M) mit supp(h) kompakt ist, und M}* gegeben ist durch

M .= {z + th(z)n(z)|z € M}.

M

Dann gilt fiir das Flidchenfunktionals Area:

Area(MP) = /(1 _%uh-H+OW)  dM
—_——— ~~
=:Ap(t) M Volumen form

= A5(0) = —Q/h-HdM
M

= A1(0) = 0VheC®(M) e H=0

3.) Zur Gauk-Kriimmung

Die Gaul-Kriimmung ist eine Isometrie-Invariante. Dies gilt nicht fiir A1, Ao oder H.

Beispiel: Zylinder {(z,y,2) € R*2? + y? =1,z € (a,b)}. Betrachte

Z\L % E
— (0,2)

¢ ist eine Isometrie, doch H ist nicht invariant unter ¢. Im Gegensatz dazu ist K
eine Grofe der inneren Geometrie der Fliche (hédngt nur von g = I, ab, nicht von
der Einbettung im Raum, d.h. von I1,). Dies ist die Aussage des folgenden Satzes:

(cosf,sinb, z)

Satz 3.36. (Theorema egregium von C.F.Gaufl)
Seien M,N C R3 Flichen mit induzierter Riemannscher Metrik und F : M — N
eine Isometrie zwischen diesen Fldchen. Dann gilt

KN(F(z)) = KM(z)  Vze M.
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Beweis. Dazu muss man K lediglich durch die induzierte Metrik g ausdriicken kon-
nen. Wir geben eine Formel an, die K nur mittels der Metrik ¢ ausdriickt. Wir
betrachten dazu den LC-Zusammenhang von M fiir UMF:

V% = PI‘OJTMX(Y)
= X(Y)— (X(Y),n)n
= X(Y) — X({Y,n))n + (Y, dn(X)) n
N—— ~———
=0 II(Y,X)

=V¥Y = X({)-II(X,Y)n

VAVMY = Z(X(Y)-II(X,Y)n)—II1(Z,V¥Y)n
= Z(X(Y)) - II(X,Y)dn(Z) + (*)n

Wir betrachten das (3, 1) Tensorfeld:
R(ZX)Y = VYVYY -VYVYY V]V

= Z(X(Y)) - II(X,Y)dn(Z) — X(Z(Y))
HII(Z,Y)dn(X) — [Z, X)(Y) + II([X, Z],Y)n + (+)n

= R(Z,X)Y = —-I1I(X,Y)dn(Z)+II(Z,Y)dn(X) + (¥)n
= g(R(Z, X)Y,W)) = II(X,Y)g(—dn(Z),W)—I1I(Z,Y) g(—dn(X),W)
=11(Z,W) I1(X,W)

= g(R(Z,X)Y,Z) = IIX,Y)II(Z,W)—II(ZW)II(X,W)()
| S —

hingt nur von héngt nur von
g=I ab Il ab

Sei nun z € M und v1,ve ONB aus Hauptkrimmungsvektoren von M in x € M.
Dann gilt:

9z (Ry(v1,v9)va,v1) = Il (ve,ve)ll,(v1,v1) — I (v1,v2) 1, (va,v1)
= X(z)\(z) = K(x)

Da (x) schiefsymmetrisch in (Z, X') und schiefsymmetrisch in (Y, W) ist, gilt Folgen-
des: Fiir eine beliebige ONB a1, a2 in T, M, g,) gilt dann:

92 (Ry(a1,a2)as,a1) = K(x)

d.h. K(z) kann allein durch g ausgedriickt werden.
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Wir zeigen nun die Aussage KM (r) = KN (F(x)) Vo € M. Sei dazu F : M — N ei-
ne Isometrie zwischen Fliachen mit induzierten Riemannschen Metriken. Dann gehen
ONB unter dF, in ONB iiber. Das heifst fiir eine beliebige ONB (a;,as) in T, M ist
(dFm(al), dFr(ag)) eine ONB in TF(w)M-

Wenn F': M — N eine Isometrie ist, so gilt fiir den LC-Zsh.:

dF(VYY) = VipxdF(Y) VX,V € X(M) (Ubungsaufgabe)
Und damit erhalten wir:

gV (RY(dF(X),dF(Y))dF(Z),dF(W)))
= 9" (Varx) Vi) dF (2) =V g Varx)dF (2), dF (W)
N——
=dF (VM Z)
+gN(—Vf\éF(X)’dF(Y)]dF(Z),dF(W))

dF([X,Y])

= gVAF(VYVYZ - VYV Z - Vi{y)2),dF (W)

RM(X\Y)Z
= (Fg")RY(X,Y)Z,W)
= MMERM(X,Y)Z,W) VX,Y,Z,W € X(M)

= KN(F() = g (RN (AFs(ar), dFs(a2))dFs(az), dF, (ar)

= ¢M(RM(a1,a2)as,a1)
= KM(2) Vee M

3.7 Kriimmungen einer semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Kriimmungsgrofen einer semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit befassen. Dazu fiihren wir im ersten Teilabschnitt die grundlegenden De-
finitionen ein. Danach wollen wir uns mit zwei speziellen Klassen von Mannigfaltigkeiten
beschéiftigen, den Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkrimmung und danach mit
den sogenannten Finstein-Mannigfaltigkeiten. Am Ende dieses Teilabschnitts wollen wir
dann eine kleine Einfiihrung in das mathematische Modell der Allgemeinen Relativitdits-
theorie (ART) geben.



3.7 Kriimmungen einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit 173

3.7.1 Definitionen

Definition. Sei M™ eine C'*°-Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung V.
e Das (2,1)-Tensorfeld TV € X1 (M)

TV(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y]

heifst Torsion von V.
e Das (3,1)-Tensorfeld RY € 31 (1)

RY(X,Y)Z :=VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z

heiflt Kriimmung von V.
e Die Abbildung RV (X,Y) : X(M) — X(M) heikt Kriimmungsendomorphismus.

Bemerkungen:

1. Die tensoriellen Eigenschaften rechnet man leicht nach (aus jeder Komponente kann
man Funktionen herausziehen).
2. TV und RV(-,-)Z sind schiefsymmetrisch.

3. Ist V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit,
dann ist TV = 0 (torsionsfrei).

Definition. Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche MF, V Levi-Civita-Zsh. Der Kriimmungstensor von (M™, g)

ist das (4,0)-Tensorfeld R € x40 (M):
R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).

Spater werden wir feststellen, dass R ein Maf fiir die Abweichung von der Geometrie des
R™ ist.

Satz 3.37. Der Kriimmungstensor einer semi-Riem. MF hat folgende Figenschaften:

1. R st schiefsymmetrisch in der 1. und 2. und in der 3. und 4. Komponente:
R(X,Y,ZW)=-RY, X, ZW)=-R(X,Y,W, Z)

2. R(X,)Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)
3. Es gqilt die 1. Bianchi-Identitdt:

R(X,Y,Z, W)+ R(Y, Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W) =0

4. und die 2. Bianchi-Identitdt:

(VxR)Y,Z,UV)+ (VyR)(Z, X, U V)+ (VzR)(X,Y,U,V) = 0.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
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1. Die Schiefsymmetrie in der 1. und 2. Komponente ergibt sich aus der Def., da
RY(X,Y) schiefsymmetrisch ist.

R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W,Z) & YZ € X(M) R(X.,Y.Z,Z) =0
(da b(z,w) + b(w, 2) = 3(b(z + w, z + w) — b(z — w, 2 — w)).
R(X,)Y,Z,Z) = g(VxVyZ—-VyVxZ —Vxy|Z,Z)

VT X(g(VyZ,2)) — 9(Vy 2,V xZ) = Y(9(VxZ, 2)) + 9(Vx Z,Vy Z)
—[X,Y](9(Z,2)) + 9(Z,VxyZ)
=  XY((Z,2) - X(9(2,VyZ)-YX(9(Z,Z))
+Y(9(Z,VxZ)) - [X,Y(9(Z,2)) + 9(Z,Vx ) Z)
= —g(VXZ, VyZ) —g(Z, vayZ)
+9(VyZ,VxZ)+ g(Z,NyVxZ)+ 9(Z,Vxy|Z)
= -R(X,Y,Z,7Z) =1).

2. R(X,Y,Z,W) = R(Z, W, X,Y) VX,Y,Z,W € X(M): Wir benutzen Schief-
symmetrie und 1. Bianchi-Identitét

R(X,Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)
RY,Z,W,X)+R(ZW,Y, X)
R(ZW, X, Y)+R(W,X,Z,)Y)
RW,.X,)Y,Z)+ R(X,Y, W, 2Z)

R

—~

Z,X,Y,W)
WY, z,X) =
)
)

—~

R
R

—~

X, Z,W,Y
Y,W,X,Z

+ + + +
o o o o

R

—~

Summiert man diese Gleichungen, dann folgt
AR(X, Z,W.Y) +R(W,Y, Z, X)) = 0= R(X,Z,W,Y) = R(W,Y, X, 2).
3. 1. Bianchi-Identitdt:

RY(X,Y)Z +RY(Y,Z2)X + RV (Z,X)Y

= VxWVWZ-VyVxZ-VixyZ
+VyVzX = V;VyX — Viy X
+VZVXY —=VxVzY = Vg Y

= Vx([Y.Z]) - VyzX+V-Y[Z X]| -V iz x)Y
+V2([X,Y]) = Vixy1Z

= X,V 2]+ [V [Z2,X]| +[Z [X,Y]]
= 0

(Jacobi-Identitat fiir den Kommutator von VF 7 Satz 2.13, Kapitel 2).



3.7 Kriimmungen einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit 175

4. 2. Bianchi-Identitit: UA. (direkte Rechnung, Tipp: z-synchrone VF benutzen)
]

Sei nun (M™, g) eine semi-Riem. MF, x € M und v,w € T, M linear unabhéngig, dann
definieren wir

Qw(v’w) = gr(vvv)gw(w’w)_gr(vvw)z

et (o) o)),

Offensichtlich gilt

1. Sei v = (v1,v2),w = (w1,ws) eine Basis eines 2-dim UR F C T, M und M =
{M}, ., dann ist

vw?

(*) Qq(v1,v2) = Det(M)*Qq (w1, wy).

(Traformations-Formel fiir BLF)

2. E C T, M ist bzgl. g, nicht ausgearteter 2-dim UR <= @Q,(v1,v2) # 0 V Basen
(v1,v2) von E.

Definition. Sei (M",g) eine semi-Riemannsche MF, R € X*0) (M) Kriimmungstensor
von (M,g), x € M und E C T, M ein nicht ausgearteter, 2-dim. UR mit Basis {v, w}.
Dann heifst

R (v, w, w,v)

Qz(v, w)
Schnittkriimmung von (M, g) in z € M in Richtung £ C T, M.

KE(:L’) =

Bemerkungen:

1. Kg(x) ist korrekt definiert (d.h. unabhéngig von Wahl der Basis (v, w) von E)
Dies folgt aus (*) und da R in (1,2) und (3,4) schiefsymmetrisch ist, d.h. Zahler
und Nenner transformieren sich mit det(M?).

2. Ist (e1,e2) ONB von (E, g;) und g, (e;, e;) = d;5¢; = £1, dann ist
Kp(r) =€ - €2 - Ry(er,ea,e2,e1).

Satz 3.38. Fir ein p € M ist R := R, durch die Kg(p) fir alle 2-dimensionalen
Unterraume E C T,M =V eindeutig bestimmd.

Beweis. Betrachte L := R — R. Es ist L dann auch ein in (1,2) und (3,4) schiefsym-
metrischer (4,0)-Tensor, der die 1. Bianchi-Identitdt und fiir alle linear unabhéngigen

x,y € V mit nicht ausgeartetem span(z,y) L(z,y,y,z) = 0 erfiillt. Zu zeigen ist dann
L=0.

1. Behauptung: Vz,y € V L(z,y,y,z) =0
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a) Sind z und y linear abhéngig, d.h. es gibt z € V,a,e € R mit z = az,y = ez,
so folgt aus der Schiefsymmetrie L(x,y,y, ) = aeL(x,y, z,z) = 0.

b) Sind z und y linear unabhéngig, aber span(x,y) := F ausgeartet, so gibt es li-
near unabhéngige v, w € E mit g(v,w) = g(w,w) = 0 und weil R(x,y,y,x) =
det(M)?R(v, w,w,v) fiir die Ubergangsmatrix M, geniigt es, R(v, w,w,v) = 0
nachzuweisen.

Dazu soll die Stetigkeit von L benutzt werden. Behauptung: Es gibt eine Folge
(vi) = v, sodass span(v;,w) fiir alle i nicht ausgeartet ist. Dies ist gleichbe-
deutend mit 0 # Q. (vi,w) = g (v;, w)?. Gibt es eine solche Folge, folgt mit
der Stetigkeit sofort L(v,w,w,v) = lim;_, s L(v;, w, w,v;) = 0.

Gébe es keine solche Folge, so hitte v eine Umgebung U, sodass Vf € U g,(f,w) =
0. Damit hétte 0 eine Umgebung U —w, inder Vf—w € U —w g, (f —w,w) =

9z (fyw) — gz(w,w) = 0 gilt, woraus per Linearitit g(-,w) = 0 folgt, was
der Nichtausgeartetheit von g oder der linearen Unabhéngigkeit von v und w
widerspréche.

2. Aus 1. folgt Vz,y,z € V

0 = Lz+zvy,y,x+2)
= L(z,y,y,2) + L(z,y,y,2) + L(z,y,y,x) + L(2,y,y, 2)
= L(z,y,y,2) + L(z,y,y,2)
= 2L(x,y,y,2).

3. Aus 2. folgt Vaq, 29, 23,2 € V

0= L(x1,x0 + w3, 22 + T3, 2)
— L(.’El,.’L'Q,JZ'Q, Z) + L($1,$2,1’3, Z) + L($17$37$27 Z) + L($17$3)$3) Z)
= L(x17x27m37z) + L({E17$37$272’).

Um die 1. Bianchi-Identitit anwenden zu konnen, formen wir mithilfe der Schief-
symmetrie die Terme so um, dass im Argument von L das z immer an letzter Stelle
steht und die Indizes der z; ausschlieflich gerade Permutationen bilden. Die eben
gewonnene Gleichung wird also noch umgeformt zu

L(z1,22,x3,2) — L(x3,1,22,2) = 0. (1)
Sei hier Ly := L(x1,x9,x3,2), Lo := L(x9,x3,21,2), Ly := L(x3,21,22,2). Durch
zyklisches Vertauschen von x1,x2,x3 erhdlt man analog zum eben gewonnenen
(1): L1 — Ly = 0 dann (2) : Ly — L; = 0 und die Bianchi-Identitét lautet (3) :
L+ Lo+ Ly =0.

(1) = (2) + (3) = 3L(w1, w2, x3,2) = 0.
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Sei F': (M, g) — ( 1,§) eine Isometrie zwischen semi-Riem. MF, V, V Levi-Civita-Zsh.
von (M, g) bzw. (M, g) und R, R die Kriimmungstensoren, dann gilt:
(

1. VexFY =F,(VxY) X,Y € ¥(M)

2. FR=TR
3. Fiir die Schnittkriimmungen auf M baw. M gilt: E C T, M nicht ausgeartet 2-dim.
gilt

f(dF(E)(F(fL”)) = Kg(z).

Den Beweis iiberlassen wir als UA.

3.7.2 Riume mit konstanter Schnittkriimmung

In der Riem. Geometrie spielen MF mit konstanter Schnittkriimmung eine besondere
Rolle.

Definition. Eine semi-Riem. MF (M", g) heift MF konstanter Schnittkriimmung Ky €
R+~

KE(:L’) = K Ve e M
VE C T, M nicht ausgeartet, dim £ = 2.

Satz 3.39. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche MF. Dann gilt
(M, g) hat konst. Schnittkrimmung Ko <= R(X,Y, Z, W) =Ky (9 (X, W)g(Y,Z) — g(X, Z)g(Y,W)) .

Beweis. (<) : Sei E C T, M nicht ausgeartet mit dim £ = 2 und (ej,ez) ONB von E
mit g(e;, e;) = ¢; = 1. Dann gilt
Kg(z) = eeRq(er, e, e, €1)
Vor. e160Kg = K.
(=) : Sei Kp(r) = Kg VYo € M, E? C T,M nicht ausgeartet. Wir betrachten den
(4,0)-Tensor

A~

R(X,Y,Z,W) = Ko(g(X,W)g(Y, Z) — 9(X, Z)g(Y,W)).

Dann ist R, € S2(A\2TM) VY € M und erfiillt die 1. Bianchi-Identitét (Nachrechnen).
Fiir die zu R gehorende Schnittkriimmung gilt

KE(w) = 61€2R(61,62,62,61) (e1,e2) ONB in FE
— K.
Satz 3.38 liefert dann R = R. O

Beispiel 3.40. Mannigfaltigkeiten konstanter Schnittkrimmung
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1. Der R” mit Euklidischem Skalarprodukt

Behauptung: (R™, (,)rn) hat konst. Schnittkriimmung Ky = 0.

Beweis. Nach Satz 3.39 ist R = 0 zu zeigen. Der Levi-Civita-Zsh. ist hier VxY =
X(Y) und fiir den Kriimmungsendomorphismus folgt dann
RY(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ-VixyZ
X (V(2)) - Y (X(2)) - [X,Y)(2)
= 0.

Daraus ergibt sich dann R = 0 bzw. Ky = 0. U

. Die Sphire S’ mit induzierter Metrik

Wir betrachten die Sphire S? ¢ R*+!
St ={z e R | (z,2) = r?}

mit induzierter Riem. Metrik g.

Behauptung: (S}, g) hat konstante Schnittkriimmung Ko = T%
Beweis. Fiir den Levi-Civita-Zsh. ergibt sich aus Satz 3.22:
VxY = projpg. X(Y).
Da T, 8" = {v € R"™ | (v,z) = 0}, ist
M: S — R""  Einheitsnormalenfeld von S}
Sei Z € R™"!| dann folgt
Projrysns = 2 = (Z,n(x))n(x)
Normalenkomp. von Z

bzw.

VxY =X(Y)—(X(Y),n)n X,Y €X(S)).
Aus der Produktregel fiir (,) ergibt sich
(X(Y),n) = X{¥n)—=(, X(n) )

—— ——
Ylin dn(r):%X
= = <Y7X>

Fiir den LC-Zsh. auf S} gilt also

ViV = X(Y)+ %(X,Y)n X,V € X(S")
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und damit folgt
RY(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ
= X(VyZ) - (X, VyZ)n
~Y(VxZ) ~ (Y, VxZ)n
~[X.Y](Z) ~ (X, Y], Z)n
= X(V(2) 4 TX(Y, Z)n) + (X, Vy Z)n
Y (X(2)) = TY((X, Z)n) ~ (Y, VxZ)n

X, Y)(Z) - %(ny, Z)yn + %<VyX, Z)n

_ %{(y, Z)X (n) — (X, Z)Y (n)}

1
= S{V2X - (X, 2)Y}.
Fiir den Kriimmungstensor ergibt sich dann:
1
R(X,Y,2,W) = 5 {(¥,Z)(X, W) — (X, Z)(Y,W)}.
Aus Satz 3.39 folgt nun Kg = 7«% O

3. Der obere Halbraum mit hyperbolischer Metrik
Wir betrachten den oberen Halbraum
H" ={z eR" |z, >0}
mit hyperbolischer Metrik
r? 2
gr = —(dzi +...dvy) >0
xTL

und setzen
H:} = (Hn’gr)'

Behauptung: Die RMF (H;', gr) hat konst. Schnittkriimmung —T%.

Beweis. Wir berechnen zunéchst den Kriimmungstensor ganz allgemein in loka-
len Koordinaten bzgl. einer Karte: Sei (U, = (x1,...,2y)) eine zulédssige Karte,

{8j = a%j\ j=1... n} deren kanonische Basis und {g;;} die Koeffizientenmatrix
der Metrik mit Inverser { g" } Fiir die Christoffel-Symbole von (M, g) gilt

1 n
k= 5 Zg“ (9i(gje) + 0j(gie) — 9e(9ij)) -
=1
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fiir den Kriimmungsendomorphismus

RY(0:,0))0k = V5,Vo,00 — V,V,0r — V5,,0
N———

0
= 8¢(F§k)8p + rgkrgp@
_aj(rfk)ap - I‘ka‘;p@.

und fiir den Kriimmungstensor

R = Ryjredr; ® drj @ dxy ® dxy, wobei
()  Rijre = R(0;, 05,0k 0)

= (%) = 9(Th) + TG, = T0T%, ) g
(In allen Féllen gilt die Summenkonvention: Uber gleiche Indizes wird summiert.)

Nun leiten wir daraus die Formel fiir den Kriimmungstensor fiir H]' ab: Fir H)'
betrachten wir die Karte (H,',¢(z) = Id = (z1,...,2,)). Dann ist 0; = % = ¢
J

und
r? i x2
{gij (x)} = x—gE bzw.  {g"(2)} = T2

n

Fiir die Christoffel-Symbole folgt

1 x%
Iy = 572 Oilgjr) +0;(9ix) = Onl9iy)) = Iy =0,

aufer fiir die Indizes:

r, = — i<n
Tn

Ty,

Setzt man dies in () ein, so erhélt man:
2

Rijie = 7 (0300} — 0ir0j¢)
1

= 3 (9rr (05, 00)grn (05, 0k) — grr (03, Ok ) grr (85, 0p)) -
Aus Satz 3.39 folgt nun wieder Ky = —%2. 0

Information. Fiir Modellriume mit Riemannscher Metrik gilt:®

Ssiehe Kapitel 4 Satz 4.11 und J.A. Wolf: Spaces of constant curvature
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e Sei (M™,g) zsh., vollstandige Riem. MF mit konst. Schnittkriimmung Ky, dann ist
(M™, g) isometrisch zu einer der folgenden Riem. MF

R"|p fir Ko=0

1
S;?h—‘ fir KO:?"_2 >0
, 1
H;}h“ fiir K():—ﬁ<0

wobei I eine diskrete UG der Isometriegruppe von R”, S* bzw. H" ist, die eigentlich
diskontinuierlich wirkt.

e Ist die universelle Riem. Uberlagerung von (M™",g) gleich R" S bzw. H", dann
ist (M™, g) lokal isometrisch zu R™, S} bzw. H".

Analoge Eigenschaften gelten auch im pseudo-Riem. Fall fiir Modellrdume konstanter
Schnittkriimmung fiir Metriken vom Index k:%

1. Fiir R®* = (R", (,)pp = —da} — ... —dz? + dei, 4+ ... +dz3) ist R = 0 und
damit auch
Ko=0.

2. Sei Sp,y = {z € R"™¥ | (z,2),11% = r?} mit der durch (,),11 induzierten Me-
trik die ‘Pseudosphéire vom Radius r’.

Sp(r) hat Dimension n, Index k und konstante Schnittkriimmung
1
Ko = —.
0= 3
(S2(r) ist diffeomorph zu R* x S7=F))

3. Sei H}(r) :== {z € R | (2 2),, 11 g1 = —r?} mit der durch (,)n41441 indu-
zierten Metrik "Pseudohyperbolischer Raum".

H} (r) hat Dimension n, Index & und konstante Schnittkriimmung

1
Ky=—=.
0 2
(Hp(r) ist diffeomorph S* x R"F.)

Es gilt allgemeiner: Ist (M™F, g) zsh. geoditisch vollstindige” pseudo-Riem. MF vom
Index k (1 < k < n—1) mit konst. Schnittkriimmung Ko, so ist (M™F, g) isometrisch zu

R™Fp fiir Ko=0

~ 1

SE(T‘)‘F fir Ky= ﬁ >0

1

Hp(r)|p  fiir Ko=—— <0

Ssiehe O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 110 ff
"siehe Definition auf Seite 202



182 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

St(r) = univ. Uberlagerung von Sp(r) k=n-—1

H?(r) = univ. Uberlagerung von Hj}(r) k=n—1

und T eine diskrete UG der Isometriegruppe der Totalrdume, die eigentlich diskontinu-
ierlich wirkt.

Insbesondere gilt:

e Seien (M,g),(M,g) semi-Riem. MF, vollstindig, gleiche Dimension und gleicher
Index. Wenn (M, g) und (M, g) gleiche konst. Schnittkriimmung haben, so sind sie
lokal isometrisch.®

e R = 0 fiir vollst. zsh. semi-Riem. MF (M, g) <= (M, g) lokal isometrisch zu R"™*.

Definition. (M",g) semi-Riem. MF mit Kriimmungstensor R und ONB (ey,...,e,)
von T, M in jedem Punkt 2 € M. Das (2,0)-Tensorfeld Ric € X0 (M)

RiC(X’Y)(x) = ZeiRw(X(x)veiaei,Y(x)) mit €; = gw(ei,ei)
=1
= Try, (RY(-, X(2))Y ())

heift Ricci-Kriimmung von (M. q).
Die Funktion R € C*°(M)

n
R(xz) = Zeieij(ei,ej,ej,ei)
ij=1
n

= Z EjRiCx(Ej, ej)

j=1

heifft Skalarkriimmung von (M. q).

Bemerkung:
e Beide Kriimmungen sind korrekt definiert, dh. unabhéngig von Wahl der ONB.
e 'Ric’ ist ein symmetrischer (2,0)-Tensor.
e R(z) =2} Kg,(z), dabeisei Kg,; die Schnittkriimmung auf F;; = span(e;, ej) C

1<J
T.M.

Satz 3.41. Sei (M™, g) n-dim. semi-Riem. MF konst. Schnittkrimmung Ko, so gilt
Ric = (n—1)Ky-g
R = n(n-1)- K.

8siche Folgerung von Satz 4.7 aus Kapitel 4
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Beweis. Aus Satz 3.39 folgt

Re(v, e ei,w) = Ko(g(v,w)glei,er) — g(v, ei)g(ei, w))
= Ky (Eig(v7 w) - g(v, ei)g(ei7 w)) )

sodass
Ricy(v,w) = Zez’Rx('Uyeiyeiaw)
i=1
= i€ Kog(v,w) — K i9(v,e;)gle;, w
;ele 0g(v, w) o;eg( )g(ei, w)
= n- Kog(v,w) — Kog(v, Y €iglei, w)e;))
= (n—1) - Kog(v,w)
und

R(x) = Z €jRic;(ej, €5)
j=1

= (n— 1)Koz€j'g(€j7€j)
j=1
= (n — 1) -n - K.

3.7.3 Einstein-Mannigfaltigkeiten

Definition. Eine semi-Riemannsche MF (M, g) heift Einstein-MF: <= es existiert
Funktion f € C*°(M) so dass Ric = f - g.

Beispiel 3.42. Einstein-Mannigfaltigkeiten
o Jede MF konst. Schnittkriimmung ist Einstein (Satz 3.41).
o Jede 2-dim. MF ist Einstein:

T, M = span(ej,ez) fiir eine ONB (eq, e2).

Aus der Schiefsymmetrie von R folgt zunéchst fiir ¢ # j

2

Ric,(es,e5) = ZekRz(ei,ek’ekvej)zo‘
k=1
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Fiir die anderen Moglichkeiten erhilt man

Ricy(e1,e1) = €eRa(er,ea, ez eq)
= 61'K({L’)
- 9(61761)'K(x)
und
Ricy(e2,e2) = eRy(e2,e1,e1,e2) = e1Ry(eq,e2,€2,¢€1)
= 62~K(az)

= g(e2,e2)  K(z).
wobei K (x) = Kr, () Schnittkriimmung von M?2. Und damit gilt Ric = K - g.

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Einstein-Rdumen behandeln. Zunéchst jedoch
eine Definition:

Definition. Sei (M",g) eine semi-Riem. mit LC-Zsh. V und (e1,...,e,) € T, M eine
ONB.

e Fiir ein (r,0)- Tensorfeld B € X% (M) bezeichne 6B € X"~19 (M) das Tensor-
feld

n

0B (X1,...,Xr1) == €(Ve,B) (e, X1,..., Xp1)
=1
0B heifit Divergenz von B.
e Seien B und S aus X("% (M). Wir definieren (B, S), € C> (M) durch

(B,S), () := Z €€, B (€, .. ei)  S(€iy,. .. €,).

(B, S), heikt Skalarprodukt von B und S bzw. Biindelmetrik auf 70 M.
e Sei B € X9 (M). Dann heift

k. Stelle I. Stelle )
; P

n
TrgB(k,l)::Zei-B(.., € .---, €
i=1

die Spur von B in der (k,1)-ten Komponente.

Bemerkungen:
1. 69 =0, Tryg = n und TryRic = R.
2. Ist B symmetrisch (schiefsymmetrisch), so auch 6B.
3. Ist B € X0 (M), dann gilt (g, B), = Tr,B.



3.7 Kriimmungen einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit 185

4. Ist X € X (M) ein Vektorfeld, dann ist div (X) € C*° (M) mit
div(X) = Z €9 (Ve, X, €;)
i=1
die Divergenz von X. Ist weiterhin wx die zu X duale 1-Form, d.h. es gilt

wx (Y)=g(X,)Y) VY eX(M),

so folgt
owx = —div (X)

(denn

dw = = € (Vew)(e)
=1
= — Z € (w(e) —w(Veei)) e
=1
= = eilglenX)—g(Vee, X))e
=1

= =) eigle, Ve, X)
i=1
= —div(X) ).
5. Sei f € C® (M) und Hess f € SZ9 (M) die Hessische Form von f :

Hess [ == (Vx (df)) (V) = XY (f) —df (Vx).

Dann wird durch
Try (Hess f) = —dodf = div (grad f) =1 —=Ayf

der Laplace-Operator von [ definiert.

Eine Methode um Tensorrechnung zu vereinfachen: x-synchrone
Vektorfelder

Sei x € M fixiert. Dann existiert eine Umgebung U (x) mit den folgenden Eigenschaften:

Zu jedem y € U (x) existiert? eine eindeutig bestimmte Kurve

Vay : [0,1] — U (2)

mit v,y (0) = 2, Y4y (1) = y und % = 0. Dabei heift U (x) Normalenumgebung von z
und ~,, radiale Geodéte.

9Beweis im nichsten Abschnitt
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Dann kann man jedem Tangentialvektor v € T, M durch Parallelverschiebung von v
entlang v,, zu einem Vektorfeld V' auf U (z) fortsetzen:

V(y) = Pyv,y (v) € TyM.

Ein solches VF V € X (M) heifst synchron bzgl. = und erfiillt

VV(z)=0

d.h. im Punkt x gilt (Vy V) (x) =0 fir alle Y € X (M).

Insbesondere erfiillen alle z-synchronen Vektorfelder V, W die Eigenschaften
1. VV () =0
2. [V,W](z)=0
3. (divV)(x)=0.

Wenn man die Gleichheit von Tensoren iiberpriifen will, so geht man wie folgt vor:
Z.z..Vx (B1)y = (B2)s-

Dazu wihlen wir uns vy, ..., v, aus T, M, setzen diese xz-synchron zu Vi,...,V, fort und
zeigen

(Bl)r(vl,...,vT) = Bl(Vl,...,V}) (.’L‘)
= BQ(Vl,...,V;«) (.’L‘)
= (BQ);E(Ul, e ,U,«)

und verwenden dabei die Eigenschaften 1.-3.

Satz 3.43. Fir den Ricci-Tensor einer semi-Riem. MF. (M, g) gilt:
) 1
0Ric = _idR'

Dabei ist R die Skalarkriimmung.

Beweis. Seix € M,v e T, M, (e,...,e,) eine ONB von (T, M, g,) und V', (Ex,..., E,)
x-synchrone Fortsetzungen von v und (ep,...,e,). Aus der 2. Bianchi-Identitit fiir R
folgt dann

0 = (VvR)(Ei, Ej,Ej, E;) + (Vg,R) (E},V,Ej, Ei) + (Vg R) (V, Ei, Ej, Ey)
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auf U (z). Und im Punkt x gilt nun speziell wegen der z-Synchronitét

0=w (R (Eu Ej, Ej, Ez)) +€; (R (Ej, V, Ej, EZ)) + €; (R (‘/, Ei, Ej, Ez)) .

n
Jetzt summieren wir dies iiber ) ¢€;e; und erhalten in a:
ij=1

0=0v(R) =2 ee; (Ric(V,Ey))

i=1

und daraus folgt

n

2 Z €i (Ve Ric), (v,e;) = dRy (v)

=1

—(d Ric),(v)
und damit auch die Behauptung. O
Satz 3.44. Es gilt:
1. Ist (M™,g) ein Einstein-Raum, so gilt Ric = £ . g.

.
2. Sei (M™,g) ein zsh. Einstein-Raum der Dimension n > 3. Dann ist die Skalar-
krimmung konstant.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Sei Ric = f - ¢ und seien (ey,...,e,) eine ONB in T, M, dann folgt

R(x) = ;eiRicm(ei,ei) = f(:z)zi:eig(ei?ei)

= n- f(x).

2. Sei Ric = f - g, dann gilt

ORic = 0(f-g9) =- Z Ve, (f-9) (e, )
i=1

grad f

T T
n

Satz 3.43 1
24 __dR.
2
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Damit ist also

und fiir n > 3 die Aussage bewiesen.

Man erhélt also folgende Inklusionen:

MF. konst. - Einstein- 7%3 MF. konst.
Schnittkriimmung Réume Skalarkrimmung | -

Beispiele fiir Einstein-Riume!'®

e R>! mit Schwarzschild-Metrik

e Sei G eine halbeinfache Lie-Gruppe, mit der durch die Killingform erzeugten Metrik
g, dann ist (G, g) ein Einstein-Raum.

e CP™ mit der ’Fubini-Studi-Metrik’

3.7.4 Mathematische Modelle der Allgemeinen Relativitédtstheorie
(ART)

Die Idee dieser Theorie ist die Beschreibung der Gravitation durch eine Kriimmungen
des Raumes. Bevor wir uns jedoch genauer mit diesem Thema beschéftigen, miissen wir
noch etwas auf den sogenannten Lagrange-Formalismus eingehen.

Der Lagrange-Formalismus in der Klassischen Mechanik

Der Lagrange-Formalismus dient i.A. zur Beschreibung eines physikalischen Systems.
Ahnlich wie in der Newton-Mechanik, bei der die Bewegung eines Teilchens g beschrieben
wird durch dessen Bewegungsgleichung

gibt es beim Lagrange-Formalismus Bewegungsgleichungen, deren Losung die Bewegung
eines Teilchens darstellen, das sich in diesem System mit gewissen Anfangsbedingungen
bewegt.

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Lagrange-Funktion ist eine glatte
Abbildung

L:TM — R.

10 7 A.Besse: Einstein-manifolds, Springer 87
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Das Paar (T'M, L) heifst Lagrange-System mit Konfigurationsraum M und Phasenraum
TM. Das Integral

S('y)::/L("y(t)) dt mity:ICR— M
gl

nennt man Wirkung.

Wie die Lagrange-Funktion im speziellen aussieht, hingt vom System ab.

Beispiel 3.45. |Natiirliche Systeme]

Angenommen eine Punktmasse ¢ bewegt sich im ’'leeren’ Raum (R2, {, >), in dem keine
dufseren Krifte wirken, dann hat die Lagrange-Funktion die Gestalt

L(q(t),q(t) = %Ilq'(t) I (3:3)
| —

kinetische Energie

Fiigt man dem System jedoch einen massiven Korper hinzu, so wirkt zusétzlich auf ¢ ein
Gravitationspotential U. Fiir das Lagrange-Funktional ergibt sich dann

La(,d(0) = sli0IP ~ Ue®) - (3.4
s _ N—_——

Lo . potentielle Energie
kinetische Energie

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Lagrange-System (7'M, L)
heifit natiirliches System, falls die Lagrange-Funktion die Gestalt

hat. Dabei ist U € C*° (M) und heifst Potential. T hat die Form

T (,0) = 594 (6:3)

Wir kommen nun zu den Bewegungen in einem Lagrange-System.

Definition. Sei v : [a,b] C R — M eine glatte Kurve. Unter einer Variation von v
verstehen wir eine glatte Abbildung

Ula,b] % (-1,1) — M
(t,e) +— T (t,e) =7 (t)
mit T (¢,0) =~ (¢), T (a,e) =~ (a) und T (b,e) = ~ (b) fiir alle € € (—1,1).

Sei (T'M,L) ein Lagrange-System. Eine Bewegung in (T'M, L) ist eine Kurve v : I C
R — M, fiir die die Wirkung
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stationédr wird, d.h.

d

%S (e) le=0 =0

fiir alle Variationen ~. von ~.

Bemerkung. Sei (T'M, L) ein natiirliches Lagrange-System mit Funktional

L(4:4) = 594 (6:3)

so folgt fiir dessen Wirkung S offensichtlich

S0 = [ 5o i de =3 [l de =510,
Y Y

Es gilt nun folgende Aussage:

Satz 3.46. Sei (T'M, L) ein Lagrange-System. Eine Kurve v: I C R — M™ ist genau
dann eine Bewegung, wenn v fir alle Karten die Euler-Lagrange-Gleichungen

i (o1 _ok
dt\9q |~ 9q

L(g.d) =L (dey" @) = ((¢7) L) (@, 0)
fiir eine Karte (U, = (q1,--.,qn)). Diese Gleichungen werden deshalb auch Bewegungs-
gleichungen des Systems genannt.

erfillt. Dabei ist

Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf M. Schottenloher ’Geometrie und Symmetrie in der
Physik’, Vieweg 1995, S. 119, verwiesen.

Die Einstein-Gleichung der ART

In der Newtonschen Physik betrachtet man lediglich Koordinatensysteme, in denen sich
“unbeeinflusste” Teilchen auf euklidischen Geraden mit konstanter Geschwindigkeit be-
wegen. Die durch die Gravitation hervorgerufene Beeinflussung fithrt dann bei einem frei
fallenden Teilchen zu einer krummlinigen und beschleunigten Bewegung. In der Allge-
meinen Relativitdtstheorie wird diese Ablenkung als eine Kriilmmung des Raumes inter-
pretiert. Ein frei fallendes Teilchen bewegt sich hier auf einer Geodite.

Die Beziehung zwischen Gravitation und Kriimmung wird durch die so genannte Einstein-
Gleichung

R
G(g) =: Ric(g) — 9= 8nT
ausgedriickt. Dabei ist G der Einstein-Tensor einer 4-dimensionalen Lorentzmannigfal-
tigkeit (M, g) und T der Energie-Impuls-Tensor mit
T eT*M und 6T = 0.

Letzterer beschreibt die Energie-Verteilung der Materie auf der Mannigfaltigkeit, welche
man als die Ursache der Gravitation auffassen kann.
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Die Einstein-Gleichungen im Vakuum als Variationsproblem

Vakuum bedeutet 7" = 0, d.h. fiir die Einstein-Gleichung ergibt sich

G:Ric—gidzo. (%)

Wir wollen nun ein Lagrange-Funktional £ finden, dessen kritische Punkte, und damit
meinen wir die stationdren Punkte der Wirkung von £, gerade die Losungen von (x) sind.

Dazu sei erwéhnt, dass es sich hierbei nicht um ein klassisches Lagrange-Funktional
aus dem vorletzten Abschnitt handelt, da (x) eine Gleichung fiir eine Metrik ist. Das
Funktional £ muss dadurch auf den symmetrischen (2, 0)-Tensorfeldern mit der Signatur
(p,q) der Mannigfaltigkeit definiert sein. Solche Lagrange-Funktionale, die auf Feldern
definiert sind, bezeichnet man auch als Lagrange-Dichten.

Sei

Mp.q (M) := ¢ g| g Metrik der Sign. (p, q) und/Rg dM, < o0
M

Dann setzen wir als Lagrange-Dichte £

L:Mpq(M) — C*(M)
g — Ry

Die Wirkung ergibt sich daraus als
S Mp,(M) — R

g — /E(g) dMg:/Rngg.
M M

Dieses Funktional heift Einstein-Hilbert-Funktional.

Fiir die Variation betrachten wir nun ein g € My, ; (M) und ein h € S(()ZO) (M). Dies sind
die symmetrischen (2,0)-Tensorfelder mit kompaktem Tréger. Dann ist

gHthe My, (M)  fir |t <e.

g € M, 4 (M) heifst nun kritischer (oder stationdrer) Punkt von S, falls

d
Z(S(g+th)o=0  Vhe SO () .

Satz 3.47. Eine Metrik g auf M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. g ist kritischer Punkt des Finstein-Hilbert-Funktionals.
2. Ric(g) — &g =0.

Zum Beweis benutzen wir folgende Variationsformeln fiir die Kriimmungstensoren:
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Lemma 3.48. Sei g eine Metrik, h € S(()ZO) (M), dann gelten die folgenden Variations-
formeln

1. Fir die Volumenform:
d 1

dM := 7 [@Mgyan) im0 = 5 (g, ), dMy
= JTry () M,
2. Fir den Levi-Civita-Zsh: )
v = % (Vg+th) |t:0

ist ein (2,1)-Tensorfeld und

g(V(X,Y),2) = 5 ((VEh) (Y, 2) + (VER) (X, 2) = (VER) (X,Y)).

1

2

3. Fir den (3,1)-Kriimmungstensor:
Set R 1= % (RvgJ’th) lt=0, dann ist

R(X,Y)Z =V (v) (Y, 2) - Vi (X, Z)

4. Fiir den Ricci-Tensor:
Sei Ric := % (Rz'cngth)‘t:O, dann ist

Rz’c(X, Y)= zn:ei [g (Vej (V) (X,Y) ,ei) —qg (VX (V) (e;,Y) ,ei)]

i=1
5. Fir die Skalarkriimmung:

R= % (Rgin) li=o = Ag (trg (R)) + 4 (55h) — (Ric, ),

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Nach Definition ist dMy = +/|det (g (a;,a;))|ot A...Ac™ fiir eine Basis (a1, ..., an)
und deren Dualbasis (01, e ,a”). Sei nun (ay,...,a,) eine ONB fiir g mit Index

p. Dann ist

|det (g (ai, a5))| = [(=17)] = 1

und damit
d]\Jg:Ul/\.../\an

und daraus folgt

My = /(=1 det((g+th) (ai,a)o A A o™

= (-1 det(A+tB)ot AL Ao
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wobel

A= und B = (h (CLZ',CL]')) .

Behauptung:
d
pn ((—1)’det (A+tB)) |4 = det A- Tr (A"'B)
Es gilt det (eSX ) = ¢TmsX dies rechnet man mithilfe der Jordanform aus. Nun
entwickeln wir dies fiir s:
det (E+ sX) = 1—|—8T’I"X—|—O(82)
und daraus folgt nun
det (A+sB) = det(A™") (E+sA™'B)
= det (A" (14+s-Tr(A'B)+0(s?))
und das heifst dass

d

T (det (A+sB)) =det (A™") - Tr (A™'B).
Mit dieser Tatsache ergibt sich nun

d 11

— (dMyyn) li=0 = (=1)P -det (A) - Tr (A™'B) o' A...AG"

dt 21
-1
0
—1 1
= —.Tr 1 o(h(ai,aj)) 0N ...
0
1
1 n
= 5 : Zﬁjh(ai,a]’) dMg
=1
1 1
= 5 Trgh-dM, = 5 (g,h), dM,

2. Hier benutzen wir die Koszul-Formel fiir den LC-Zsh. Aus
2(g+1h) (VE™Y,2) = X((g+1h) (Y, 2) +Y ((g+ th) (X, 2))

—Z ((g+th) (X.Y)) + (g +th) ([X,Y],2)
+(g+th)([Z,X],Y)+ (g +th)([Z,Y],X)
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o d
mit % |=o folgt

Q.g(v(x,y),z)+2h(v§(y,z) = X(h(Y,2)+Y (h(X.2)) - Z(h(X,Y))
Yh([X,Y],2) +h(Z,X],Y)+h(ZY],X)
= (Vxh)(Y,2)+ (Vyh) (X,Z) = (Vzh) (X,Y)
+h(VxY, Z) + h(Y,VxZ) + h(Vy X, Z)
+h(X,VyZ)
+h(VyY,Z)
—h(VXZ,Y)—I—

(V2X,Y) — h(X,V5Y)
(VyX,Z)+h(VzX,Y)
(V2Y,X) ~ h(VyZ,X)

h
h
h
und daraus ergibt sich dann

g (V(X.¥).2) = S (Vxh) (V. 2) + (Vyh) (X, 2) ~ (Vzh) (Z,Y)

3. Hierbei sei nochmals auf die Definition der kovarianten Ableitung fiir Tensorfelder
verwiesen. Mit der Produktregel folgt dann

R(X,)Y)Z = V(X,VyZ)+Vyx (WY,Z))—WY,VXZ)

Yy (v (X, Z)) ~V(X,Y],2)
A v (v) (Y, Z) — Vy (v) (X, 2)
4. Da die Spur einer lin. Abbildung und die Ableitung nach ¢ vertauschbar sind, folgt
Ric (X,Y) = & (Ricy i (X)) lizo
= Tr (Z o R(X,Y)Z)

und daraus ergibt sich

n

Ric (X,Y) = Zei (g (Vei (V) (X,Y) ,ei> -9 <VX <V> (ei;Y)7€i>)

i=1
5. Es gilt
Ryyin = Y eRicgrm (a; (t) ,a; (¢))
i=1
wobei a; (t) eine ONB von g + th ist. Sei a; (0) = a; und a; = a; (0), dann ist
. d
R = o (Rgsun) le=o

= Z <€ZR,1C ((IZ', (IZ') + ZGiRng (alv al))

)

= TrgRic+2) eRicg (aiai)  (¥)
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Behauptung:
2 €iRicy (@, a;) = — (Ricg, h),,

Aus (g +th) (a; (t) ,a; (t)) = €;6;; folgt
h(a;,a;) + g (ai,a;) + g (a;,a;) =0
und mit Basisdarstellung ergibt sich
@ = Y g(di,ar)erar
k

= > —h(a;, ar) exar — g (ai, ar) epar
!

Insgesamt erhalten wir dann

Z e;Ricg (aj,a;) = — Z ei€i (h (@i, ar) Ricg (ag, a;) + g (a4, ax) Ricy (ag, a;))
i=1 ki
= —(h,Ricy), — Y eRic (ar, i)
k
—2 Z eiRicg (a5,a;) = — (h,Ricy),

)

Wenden wir dies auf (%) an, dann bleibt die
Behauptung: '
TryRic = Ay (Trh) + §464 (h)

Es ist

TryRic = ZeiRic (ei,€5)

= Zeiej (g (Vej (V) (e, €i) ,ej> —g (Vei (V) (ej,ej),eZ-))
irj
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nun rechnen wir im Punkt z € M in einer z-synchronen ONB. Dann folgt

Tr,Ric = Zeiej (g (Ve]. (V) (ei,e:) ,ej) -9 (Vei (V) (ej,€5) 7ei))
VO Zeiej (ej (g (V (ei,ei),ej)) —e (g (V (ej,€;) ,€j)))

1
E Z eiej[ej (Veih (62', ej) + Veih (62', ej) — Ve].h (62', ez))
Z?]

(1%

—e; (Ve,h(eire5) + Veh(ej,¢5) — Ve h(ej,€))]
= Y eiei(e(Vehles e)) — €5(Veshlei e)))
————

" —0h(e;)
= 5959h - Z eiejej (ej (h (ei, 62') —2h (Ve].ei, ez)))
2%
= 59(59h + Ag (TT’gh) + 2 Z Eiﬁjh (Veivej €;, ei)

ihj
Wir zeigen nun
2> " eiejh (Ve,Ve,eirer) =0
Z"j
Es gilt

Veivej ei = Z ek’g (veiV8j6i7 ek) ek
k

el (0 (o)) <0

k

= zk:Ek <€j (ej (9 (ju%))) -9 (ehve]ek)) ek

= - Z exg (€i, Ve, Ve,er) e
k

und daraus folgt

Z €i€jh (Ve, Ve, €i,ei) = Z ei€jeng (€, Ve, Veser) - h(eg, ep)
i.j (N
= —Zekejh (Vejvejek,ek)
gk
= 0

Insgesamt ergibt sich damit

R =0g0gh + Ag (Trgh) — (Ricg, h),



3.7 Kriimmungen einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit 197

Und das Lemma ist bewiesen. O
Wir kommen nun zum Beweis von Satz 3.47.

Beweis. Fiir die Variation des Einstein-Hilbert-Funktionals gilt nun

d d
GE@rtlo = [ 5 Rern- M) o
M
= /R-dMg+Rg-dM
M
emma . 1
Lem / (Ag (Trgh) +dydgh — (Ricg, b}, + 5 (Ryg, h>> dM,
M

1 .
= /<§Rgg — R,ICg,h> dM,
M

+/(Ag (Trgh) + 0404h) dM,
M

Der 2. Term verschwindet jedoch nach dem Satz von Stokes bzw. dem Divergenz-Satz
fiir Vektorfelder mit kompaktem Trager auf Mannigfaltigkeiten ohne Rand. Aus

d 1 .
0:E(S(g-l-th)ﬂt:o:/<§R99—Rlcg,h> aM, e 58O ()
g
M

folgt dann also
1
Ric — §Rg -g =

Bemerkung. Es gilt

d 2,0
T =0 5 (S(g+th) o :/(T,h>g dM, =0 Vhe S (M)
M
Seix € M, (eq,...,e,)eine ONB in T, M und angenommen T}, (e;,e;) # 0. Wir betrach-
ten h mit h, = hy (e, ;) o' o glund
N ——
£0
T, (67;, ej) hy (ei, 6]') > 0.
=:f(x)
Sei p € C*° (M) mit ¢ > 0,0 (2) = 1 und supp ¢ C {f > 0} dann ist

d
a(S(g—i-tgoh))h:O:/(T,cpmg dMg:/gofdMg>0.
M M



198 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

Satz 3.49. Sei (M, g) eine orientierte semi-Riem. MF mit Vol (M,g) = 1. Sei
F: ./Vl(py) — R

das normierte Einstein-Hilbert-Funktional

F(g) = / Ry dM,,
Vol (M, g

dann gilt
(M, g) ist Einstein-Raum <= g ist kritischer Punkt von F'

Beweis. Zunichst eine Bemerkung zum Verhalten der Funktionale bei Umskalierung der
Metrik. Sei g = A - g mit A € R™, dann ist
e Ricz = Ricy
o 5 = )\_le
o dMz = \z2dM,
Somit folgt also
S0g) = [ oy diyy =275 (g)

bzw.
Fg) = ——— 7 S () = A 37 N F(g) = F(g).
Vol (M, )\g) N

Fiir die Variationen ergibt sich damit

L (F (g4 1h)) lco = 5 (8 (g4 th) ooVl (M) +5 (9)- | ~"=
——— n
1

d
o (Vol (M, g+ th)) |i=o

Vol
wobel nach dem Lemma

Vol = /dM:/%(g, hy, dM,

M M

und nach Satz 3.47

%(s (g +th)) lrmo = /— <Ric— %Rg .g,h> dM.
g
M
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Insgesamt erhalten wir also

d . 1 n—2
E(F(Q‘Fth))‘t:o = /<—R1C+§Rgg— 7R9g7h> dMg
i g
) 1
= /<—Rlc +—Ry -g,h> dM,
n g
M
=0 Vh
R
= Ric = —-g.
n
Und somit ist (M, g) ein Einstein-Raum. O

3.8 Geodatische Linien auf semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten

Ziel: Verallgemeinerung der Geraden als kiirzeste Verbindung zwischen 2 Punkten in
(Rn7 (7 >R")

Definition. Sei (M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der Levi-Civita-
Zusammenhang. Sei weiterhin I C R ein Intervall. Eine C*-Kurve v : I — M heifst
geodétische Linie (kurz “Geodétische”) auf (M™, g), falls

i
dt
auf I, (d.h. 74 ist ||-verschoben entlang ~).

Eigenschaften von Geodéten

1. Lokale Formel fiir geoddtische Linien ~y

Aus der lokalen Formel fiir parallele Vektorfelder folgt: Ist (U, = (x1,...,2y))
zul. Karte um ~(¢) und ¢ oy = (71, ...,7n), so folgt

5(0) = Sl o (D)
i=1 ¢

und damit

B+ Y nOOTEEE) =0 k=1,...,n

ij=1
wobei (Ff]) die Christoffel-Symbole von (M, g) beziiglich (U, ¢) sind.
Beispiel. Ist (M, g) = (R", (,)gn), dann ist Ffj = 0. Damit gilt:

v : 1 — R" Geoditische < ~,(t)=0 k=1,....n<~({t)=at+b abeR"
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2. Sei v : I — M Geodaitische, dann ist
17 ()l = const.
Da die ||-Verschiebung beziiglich des Levi-Civita-Zusammenhang die Léngen er-
héle!.

3. Sei v : I — M eine nicht-konstante Geodétische und 7 : J — I eine Parameter-
transformation. Dann gilt:

Die umparametrisierte Kurve 4 = yor : J — M ist eine Geodétische < 7(t) = at+b
(d.h. 7 ist eine affine Parametertransformation).

Denn:
Y () = (r() - 7' (t).
Aus der Produktregel fiir kovariante Ableitung von VF folgt dann

o = V) (0P 1 e0) -7 0

1= ) ()

Da 7 nicht konstant und ' ||-verschoben ist, folgt 7/(7(¢)) # 0Vt € I.

Definition. Eine C*-Kurve v : I — M heifst Prageodéte <> es existiert eine beliebige
Parametertransformation 7 : J — I derart, dass ¥y = yo7:J C R — M eine Geodite
ist.

Satz 3.50. Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und v € T,M. Dann
existiert genau eine maximale Geoddtische v, : [, C R — M mit

w0) = =z
v (0) = v “Durchlaufgeschwindigkeit”

(mazimal = mazimaler Definitionsbereich,).

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Wir zeigen zuerst: Es existiert eine Geodétische v : (—e,¢) C R — M mit v(0) =
10) —
z,7'(0) = v.
Dazu wéhlen wir Karte (U, ¢ = (z1,...,%,)) um x. Sei dann v = kaa%k(a:). Wir
betrachten das lineare AWP auf ¢(U):

Te(t) + i:lfy;(m;(t) Ik (y(£) = 0

Y6(0) = zp ()

7(0) = v*
Dies ist ein gewohnliches DGLS 2. Ordnung mit AW. Es existiert also lokal eine
Losung um ¢ =0

k=1,...,n.

A1) = o N (E), - D)t E (—<,0).

Hgiehe Satz 3.21 auf Seite 146
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2. Maximalitdt und Eindeutigkeit: Standardschluss wie im R™: Seien v; : [; CR — M
Geoditische mit v;(0) = z, 9/(0) = v und zusammenhéngendem I; N I5. Dann folgt
aus 0 € I; N I automatisch v; = 9 auf I1 N I, denn

A= {te NI n(t) = 72(t),71(t) = 74(t)}

ist mit 0 € A nicht leer. Dariiber hinaus ist A nach Satz 1.19 abgeschlossen, da
vi,Vi stetig und Th-Raume, und offen nach lokalem Existenzsatz fiir tg € A. Und
da I; N Iy zusammenhéngend ist, folgt A = I; N I5. Wir betrachten alle Losungen
v : (@y,by) = M, a = inf, ay,b = sup,, by. Dann gilt:

Yo i (a,b) =1, CR — M

ist eindeutige maximale Losung: v,(t) := ~(t) falls t € (a,,b,).
O

Korollar 3.51. Seiy, : I, C R — M die mazimale Geoddte mit Anfangspunkt v, (0) = x
und Anfangsrichtung ~,(0) = v. Dann gilt:

tsel,= s el

und
Vew(8) = Yo(ts).
Insbesondere ist mit 1 € I, auch 1 € I, ¥Vt € [0,1].

Beweis. Sei §(1) := ~,(t-7) fiir 0 < 7 < s, t fix. Dann gilt: § ist Geodate, da die
Parametertransformation affin ist.

5(0) = (0) =z, §(0)=t-v
Nach Definition ist dann §(7) = 7, (7) und damit
d(s) Def. Yo(ts) = Y (8) = s € Iy, da ts € I,,.
Fiir s = 1 folgt dann ¢ -1 € I, VO < ¢ < 1 und demnach
1le ,V0<t < 1.

O

Satz 3.52. Sei f: (M,g) — (M,§) eine Isometrie zwischen semi-Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten. Dann gilt:

v : I — Mist eine Geoddtische in (M, g) < foy: I — M ist eine Geoditische in (M, §).
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Beweis. Eine Geodéatische ~ ist stiickweise entweder reguldr (7/(t) # 0) oder konstant,
da [|7/(t)|| = konst. und 4/ ||-verschoben. Fiir einen Diffeomorphismus f gilt dann

v konstant < f oy konstant und
~v reguldr < f o~y regulér.
Sei nun 4 reguldr und to € I, dann existiert I = (tg —e,%p + ) und ein VF Xy, € X(M)

mit Xy, (v(t)) = ~/(t)Vt € I. Betrachten wir das VF f.(X3,) € X(M), (dies existiert, da
f ein Diffeomorphismus ist):

F(X) (FrE) Dy (Xeo (4(2)))
= dfy,p (Y1) =(f7)(t) vtel

D.h. f.(Xy,) setzt (f) um (f~) (to) fort. Und damit folgt

VWD ) = G, fo(5)
=LV Xa)
L dfw(t)(vd—zl(t)) vt e 1.
Da tg € I beliebig ist, gilt die Behauptung V¢ € I. U

Satz 3.53. Sei M™ C RV eine Mannigfaltigkeit mit induzierter Riemannscher Metrik
und bezeichne
Ny M := (T,M)*

den Normalenraum in x € M. Dann gilt: v : I — M™ ist eine Geoddtische
= (t) S Nﬂ/(t)M.

Beweis. Dies folgt aus Beispiel 3.16: Sei Z € X (M), dann ist Z(t) ist parallel verschoben
entlang v < Z'(t) € Ny M. Es gilt also

v ist Geoditische <= 7' (t) || entlangy <= ~" (t) € Ny M.

0

Definition. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit geodatisch vollsténdig
(kurz: vollsténdig) :< Jede maximale Geodétische v : I — M ist auf ganz R definiert.
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Beispiele fiir geoditische Linien

1. Geoditen im flachen Raum

a) (R™*, g;) ist geoditisch vollstindig. Jede maximale Geoditische hat die Form
~(t) = at + b mit t € R.

b) (R™"\ {0}, gx) nicht geoditisch vollstindig.

~(t) = tey ist nur definiert auf (—oo,0) und (0, o).
2. Geoditische Linien auf S ¢ R*H1
Fiir einen 2-dim. UR E? c R™t! betrachten wir den “Grofkreis” T' := E2 N S™.

I

Sei E = span(vi,vz) mit ON-Vektoren (vq,v2) aus R™1. Wir parametrisieren T’
nach Bogenldnge. Mit

v(t) :=costvy +sintvy , teR
folgt T'=Im~ und [|4/(¢)|| = 1. v(¢) ist eine Geoditische auf S™, denn
Y(t) = —sinv + cosvg
7'(t) = cosvy — sintvy = —7(t).
Da N, 8™ = Ry(t), ist )
vy (t) S Nﬂ/(t)Sn.

Da durch jeden Punkt z € S™ und in jeder Richtung genau ein Groftkreis ver-
lauft, sind das alle geodétischen Linien. Insbesondere gilt: Die Sphére S™ ist eine
vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit.

3. Die geoditischen Linien der Poincaré-Halbebene

Sei
ot = {(z,y) eR*ly >0}
1
g+ = —2(daz2+dy2)

<
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die Poincaré-Halbebene!?.

Behauptung: Die senkrechten Geraden und alle Halbkreise mit MP auf der reellen
Achse sind (bei geeigneter Parametrisierung) alle Geodétischen von (H™T, gg+).
Insbesondere ist (H', gg+) vollstindig.

T1
V2
)

Beweis. Da durch jeden Punkt x € H' und in jede Richtung v € T, H' genau
ein Halbkreis oder eine senkrechte Gerade verlduft, g.z.z., dass man diese Mengen
durch geoditische Linien parametrisieren kann. Parametrisierung des Halbkreises
(Mittelounkt (3,0), Radius «):

a

() A0 = @tanh() + 8, S

) teR.

Parametrisierung der Geraden:
() ()= (B,e") tER

Wir berechnen nun die Christoffel-Symbole von (H*, gg+) in der Karte ¢(z,y) =
(z,y):

F%l = F%2 :Fgl =0

1 1
F§2 = I%I:F%Q:—; ) F%:—

Demnach lauten die Geodéten-Gleichungen: y(t) = (71(t),12(t)) Geodite <

" 2 /

m(t) — Ho" (t)y5(t) =0

" 1 / / / /
7o (1) — ——~AL () () + ~ (H)FL () = 0.
Diese Gleichungen sind fiir die Kurven (%) und (xx) erfiillt. O

12Sjehe hierzu auch Bsp. 3.7 zur Mébiustransformation
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Bemerkung zu den Modellen der nicht-Euklidischen Geometrie

Euklidische Geometrie wird durch Axiomensysteme beschrieben. Dabei treten die folgen-
den Grundbegriffe auf:

e Punkt

o Gerade

e + Axiome der “synthetischen Geometrie”
Streitpunkt hierbei ist das so genannte Parallelenaziom: Sei L eine Gerade und x Punkt
mit x ¢ L. Dann existiert genau eine Gerade durch z, die L nicht schneidet. Diese

wird als die zu L “parallele” Gerade bezeichnet. Kann man dies aus den Axiomen der
synthetischen Geometrie folgern oder muss man es zusétzlich fordern?

Die Entwicklung von nicht-Euklidischen Geometrien (Gauf, Lobatschewski, Bolyai ...)
zeigen, das Geometrien existieren, in denen das Axiom nicht gilt und man es zusitzlich
fordern muss. Als Beispiel betrachten wir die folgenden Modelle:

Sei (M?,g) eine vollstindige einfach-zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit konstanter Schnittkriimmung K = 0,1, —1. Ein “Punkt” entspricht einem Element
r € M und eine “Gerade” entspricht einer geoditischen Linie in (M2, g). Dann sind alle
Axiome der synthetischen Geometrie erfiillt, aber:

e Fiir K = 0 erhélt man als Riemannsche MF (R?, (, )2 ) und damit die Euklidische
Geometrie:

Fiir jedes x € L existiert genau eine Gerade LmitzeLund LNL =0.

e Fiir K = 1 erhilt man die Sphire S? mit der induzierten Metrik, bzw. die Sphii-
rische Geometrie:

T

2

Alle “Geraden” durch z schneiden L.
e Fiir K = —1 erhélt man (H*, gy+), bzw. die Hyperbolische Geometrie:

5

—
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\

mL

Es existieren unendlich viele “Geraden” durch x, die L nicht schneiden.

Geodatische Linien auf Rotationsflichen

Wir betrachten die Rotationsflichen'® mit induzierter Metrik:
M? = {f (u,v) = (71(v) cos u, 1 (v) sinu, 72(v)) |v € (a,b) ,u € R}

mit einer Kurve
v =(m,7): (a,b) CR — R?

mit den Eigenschaften 1 (v) > 0 und 4 # 0. Dann ist zuniichst f : R x (a,b) — R3
eine Immersion. Wihlt man v(v) geeignet, so ist M? = Bild f C R3 eine UMF und die
inversen Kartenabbildungen auf M sind gegeben durch

f=9¢ 1 (u,v) € (v —m,ug +7) X (vo,v1) = f(u,v) € M.

Fiir die kanonische Basis dieser Karte gilt:

(% (f(u,v)) = % (u,v) = (=1 sinu, y; cos u, 0)

und

A (F,)) = £ (1,0) = (ia (o) cos, 31 (0)simu, 32(0))

Berechnet man die Christoffel-Symbole, so erhdlt man folgende Geoddten-Gleichungen:
d(t) = f(u(t),v(t))ist Geoditische

/ / / 1" / "
& (u" oty = 0> und (v” - = 7171/ 2u/2 + 71/712 * 72722 (1/)2 = 0) (%)
71+ () (72)" + (72)

wobei v/ = ~/(v(t)). Die Kurve §(¢) ist auf Bogenlénge parametrisiert, falls
2 2 2 2
R @)+ (1) +(5)°) (@) =1 (rx).

Die Punktmengen { f(u, vo)| u € R} heifen Breitenkreise von M und die { f (ug, v)| v € (a,b)}
heifen Meridiane von M. Wir parametrisieren die Breitenkreise nach Bogenldnge, d.h.

3siehe hierzu Bsp. auf Seite 115
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durch Kurven (t) = f(u(t),vo). Mit (% % *) folgt dann v2(vo) (v/)* = 1. Fiir die Meri-
diane schlieft man mit d,,(t) = f(up,v(t)) analog, dass hierfiir

(47 + (%) () =1
erfiillt ist. Dann gilt:

1. Alle (auf BL parametr.) Meridiane d,,(t) = f(ug,v(t)) sind geodétische Linien.

2. Ein (auf BL parametr.) Breitenkreis 0;(t) = f(u(t),vg) ist eine geodétische Linie
< 1 (vg) =0, d.h. +/(vp) ist parallel zur z-Achse.

Damit sind Breitenkreise der Art

M2

die einzigen Geodétischen unter den Breitenkreisen.

3. Sei 8(t) = f(u(t),v(t)) eine auf BL parametrisierte Kurve auf M2, 3(t) der Schnitt-
winkel zwischen § und dem Breitenkreis durch §(¢) im Punkte §(¢), d.h. cos g =

(thif)‘)‘“,. Zudem gelte 0 < B(t) < m, d.h. ¢ verlduft nirgends auf einem Breitenkreis

und r(t) = 1 (v(t)) sei der Radius des Breitenkreises durch §(¢). Dann gilt die
Clairautsche Regel:

0 (t) ist Geodéatische < () - cosf (t) = const.

Im Falle des Paraboloiden, bei dem kein Breitenkreis geodétisch ist, hat man z.B.
folgende Geodatische.

Fiir einen Zylinder, bei dem jeder Breitenkreis geodétisch ist, gilt r(t) = const.
Damit ist die obige Kurve 0(¢) genau dann eine geodatische, wenn cos 3 (t) bzw.
B(t) konstant ist:
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Solche Kurven heiffen Schraubenlinien.

3.9 Exponentialabbildung und Normalkoordinaten

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und v € T, M. Zudem sei
vo: Iy CR = M

die eindeutig bestimmte maximale Geoditische mit 7,(0) = z, 7,(0) = v. Nach dem
Korollar aus Satz 3.50 gilt

lel,=1€l, YO<t<1l und (1) ="y(t).

Dann ist die Menge
D,={veT,M|1el,} CT,M

sternférmig bzgl. 0, € T, M und offen (nach der allgemeinen Theorie gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen).

Nach Def. ist D, C T, M. Ist (M", g) geodétisch vollstandig, so gilt D, = T, M.
Definition. Die Abbildung

exp,: D, CT,M — M
v (1)

heift Exponentialabbildung von (M. g) im Punkt x € M.
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Eigenschaften:
e exp, bildet die Geradenstiicke {tv|t € Ip} von T, M auf Geodétenstiicke in M ab:
esz(t'l)) = ’th(l) = ’Yv(t)

e Die Abbildung exp, ist C°°, denn Loésungen von Differentialgleichungen mit C'*°-
Koeffizienten héngen glatt von den Anfangsbedingungen (v, 7(v)) ab.
Satz 3.54. Die Ezponentialabbildung exp, : Dy C T, M — M ist ein lokaler Diffeomor-
phismus um 0, € D,.

Beweis. Bei der Identifizierung Ty (T, M) ~ T, M gilt (dexp,)o = idr, psr, da

(dexp,)o(w) = 5 (exp,(0-+ w)eco
d d
= S epu(tw)limo = 5 (rul)) o

Definition. Sei U C T, M eine sternformige Umgebung von 0, € T M, so dass
exp, : U = Ulz) C M

ein Diffeomorphismus ist. Dann heift U(z) = exp, (U) Normalenumgebung von x € M.

Aus Satz 3.54 erhélt man: Ist (M™, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann besitzt
jeder Punkt € M eine Normalenumgebung. Normalenumgebungen haben folgende
spezielle Eigenschaft:

Satz 3.55. Sei U(x) Normalenumgebung von x € M. Dann existiert fir jeden Punkt
y € U(x) eine eindeutig bestimmte Geodéte « : [0,1] — U(z), die x und y innerhalb
von U(x) verbindet (v(0) = z,v(1) = y). Dabei gilt: Ist v = exp, 1 (y), so ist

7(t) = exp,(tv) = 1(t) t€]0,1]
und

H(olpo,1) = [lol]-
Yo i [0,1] = U(x) heift radiale Geoddte von x nach y.
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Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Emistenz:
Sei v = exp, !(y) € U. Da U sternformig, ist tv € U Y0 <t < 1. Und damit ist

Y (t) = exp,(tv) € U(x)

eine Geodite in U(x), die x und y verbindet.
2. Eindeutigkeit:
Sei 7 : [0,1] — U(z) eine weitere Geoddte mit 7(0) = z und 7(1) = y. Wir
setzen w := 7/(0) € T, M und betrachten die durch w definierte mazimale Geodite
Y ¢ Iy — M. Da 7 und 7, den gleichen Anfangspunkt und Anfangsvektor besitzen,
folgt:
T=wlpy (%)

und damit ist w € Dy C T; M. Angenommen, w ¢ U. Dann verliisst die Strecke
{twlt € [0,1]} die Menge U.

Sei hier exp, nicht die Exponentialabbildung auf ganz D, sondern die diffeomorphe
Einschrénkung auf U. Da exp, 1(7]0,1]) kompakt ist, existiert ein to € (0,1), so
dass tow € U\ exp; ([0, 1]). Damit ist aber

Y (to) € U(x)\7[0, 1].
Das ist aber ein Widerspruch zu (x). Es gilt nun
Y="(1) =7%(1) undv,w e U mit exp, (w) = exp,(v).

Da exp, : U — U(z) ein Diffeomorphismus ist, folgt w = v bzw. 7, = 4, = 7 auf
[0,1].
3. Fiir die Léange folgt aus |7, (¢)|| = [|174,(0)||

1
wlio.) = / I, (0)lldt = [1o].
0
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O

Definition. Eine Kurve v : I — M heift ’gebrochene Geodéte’ < ~ stiickweise C*° und
die glatten Stiicke sind Geodétische.

Korollar 3.56. Sei (M",g) eine zusammenhdngende semi-Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Dann kann man beliebige Punkte x,y € M durch eine gebrochene Geoddte verbinden.

~
T
Beweis. Sei x € M fix und

C := {y € M| Es existiert eine gebrochene Geodéte von z nach y.}.

Dann ist M =C, denn C # (), da 2 € C. C ist offen: Sei y € C und U(y) Normalenumge-
bung von y. Fiir jedes z € U(y) existiert nun eine radiale Geodate von y nach z, somit ist
U(y) C C. C ist abgeschlossen, d.h. M\C ist offen: y € M\C und U(y) eine Normalenum-
gebung. Fiir z € U(y) ist z € M\C und damit U(y) C M\C. Da M zusammenhéngend
ist, folgt M = C. O

Ziel: Die Exponentialabbildung hat folgende geometrische Eigenschaft:

exp,:UCT,M — U@x)cM
Strecke tv  — radiale Geodéte v, (t) = exp,(tv)

e T

exp,

Yo

exp,, erhilt die Orthogonalitdt zu den radialen Richtungen, d.h. sie ist eine “Radiale Isometrie”.
(Schneidet ¢ den Strahl tv senkrecht, so schneidet § = exp, od die radiale Geodite ,
senkrecht.) Dazu bendtigen wir das folgende Hilfsmittel:
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Definition. Sei A C R? eine zusammenhiingende Menge, so dass U C A C ¢l (U) fiir eine
offene Menge U C R2. Eine parametrisierte Fliche in einer Mannigfaltigkeit M™ ist eine
glatte Abbildung14 f:AC R2 — M. Ein Vektorfeld entlang einer parametrisierten Fliche
f:ACR?— M ist eine Abbildung

X:ACR?® = TM
(t,S) — X(t,S) ETf(t,s)M’

die C*° ist (im iiblichen Sinne wie fiir Vektorfelder entlang Kurven).

Sei f: A C R?— M eine parametrisierte Fliche.

f(tv 30)
of

ot

>

——
f(to,S)

Die Kurven t — f(t,s9) bzw. s — f(to,s) heiken Koordinatenlinien von f (hierbei ist
so und tg fix). Leitet man die Koordinatenlinien nach ihrem jeweiligen Parameter ab, so

erhdlt man Vektorfelder % bzw. % entlang f:
of d 0
E(to,so) = 2 (f(t50)) =ty = df(to,so)(a(tO’SO))
of

d 0
%(tOVSO) = %(f(tOMS))‘S:SO - df(to,so)(%(t0780))'

Sei V eine kovariante Ableitung auf M und X ein Vektorfeld entlang f. Dann sind die
partiellen kovarianten Ableitungen Va—i{ und Va—f die folgendermafien definierten Vektor-

felder entlang f:
° %(to, s0) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (-, s¢) entlang der Koor-
dinatenlinie f(-,sg) im Punkt ¢.

. %—‘f(to, s0) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (¢y,-) entlang der Koor-
dinatenlinie f(tp,-) im Punkt so.

“Dabei heifit f glatt, falls es eine offene Menge V' O A und eine C*°-Abbildung F : V C R? — M mit
F|a = f gibt. Die Bedingung U C A C ¢l (U) sichert, dass das Differential df, := dF, fir a € A
unabhingig von der Fortsetzung F ist.
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Lemma 3.57. (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen bei parametrisierten Fldchen

2 Schwarz-Lemma der Analysis))
Sei M™ eine C'°-Mannigfaltigkeit mit torsionsfreier kovarianten Ableitung V und f :
A C R? — M eine parametrisierte Fliche. Dann ist

vor _vos
ot 0s  Os Ot

Beweis. Sei (U, ) Karte um f(¢,s) und o(f(t,s)) = (z1(¢,8),...,z,(t,s)), so folgt
af " dx; O
= e
1
of " Jx; O
B = X eanUe)

fiir f(t,s) € U. Aus der lokalen Formel fiir die kovariante Ableitung folgt:

2., ,
V@f_z(8 xz+ axkaxlrz 0

o5t — 2\ as0r T 2o 9 WU 1)
vV of 0%x; Oxy Ox; . . O
— = IR RN (£(-. ).
Ot Os Zi:(@tﬁs + — Os Ot lk)@aci (£(5))
Da V torsionsfrei ist, folgt I'}, = I't, und damit die Behauptung. O

Satz 3.58. Gauf$-Lemma Sei (M", g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M
und v € D, C T,M. Sei o,(t) = tv C T, M der von v erzeugte Strahl in T, M. Sei
weiterhin w € T,(T, M) ein “radialer” Tangentialvektor (d.h. w € Rv) und u € T,(T,M)
beliebig. Dann gilt bei Identifizierung T,(T, M) = T, M :

gy((dexpy)v(w), (dexp,)v(u)) = go(w, u),
wobei y = exp, (v).

(Insbesondere gilt: schneidet eine KurveNS(t) in T, M den Strahl o,(t) in v orthogonal,
so schneidet die Bildkurve §(t) = exp,(d(t)) die radiale Geodite ~,(t) in y = exp,(v)
orthogonal.)

Beweis. Da (dexp,), linear ist, geniigt es die Behauptung fiir X = v zu beweisen. Be-
trachten wir die parametrisierte Flache

M
f(t,s) == exp,(t(v + su)).

f:0,1] x (—¢,¢)
(t,s)

%
'%
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Aus 7, (t) = f(t,0) folgt dann

af _d o d
D00 = SOt = 5 (exp,(t0))ims
= (dexp,)u(v)
af _d o d
2510 = = (f(L8)ls=0 = —-(exp, (v + su))[s=0)
= (dexpy)y(u).
Zu zeigen ist also
af of B
905 (1,0), 22 (1,0)) = ga0,) (¥
Da der Levi—Civita—Zusammenhang V metrisch ist, gilt
af af Vv of af af Vv of

0 5), S 5)) = 05 (1 5), L1, 9)) + 9 G 5), 3 Pt 5).

f(t,s) = exp,(t(v + su)) ist fiir ein festes s eine radiale Geodéte und %(t, s) ihr Tan-

gentialvektor, d.h. ;g{ (t,s) = 0. Mit dem Symmetrie-Lemma, folgt nun

o 05), S 50)) = 0G4 5), 5 T 1,0) = 2 2 oG (1,9, T (1, 9)).

Da %(t, s) Tangentialvektor an der radialen Geodéte exp,, (t(v+ su)) mit Anfangsvektor
(v + su) ist, folgt

af  of
a0 o 95 :5) 5,

10
—(t,s)) = 58—(%(7} + su,v + su))
s go(u,u) + gz (v, u)
(da Lange des Tangentialvektors konstant ist). Fiir den Parameter s = 0 folgt

S0, 2L (1,0) = gatw,w) Ve 0,1

h(t)
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mit ~(0) =0, da %(0,0) = %(expr(O)) = 0. Es ist also
Bt) =t go(v,0)
und damit of f
n() = (A (1,0), 9L(1,0) = guw, )
und daraus folgt (x). O

Definition. (M",g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und a = (a,...,ay)
eine ONB in (T, M, g,). Es gilt also

-1

(9o (i, a5)) = 1

1
Sei weiterhin U(x) Normalenumgebung von x € M. Wir definieren
wq:U(x) — R"

Yy = expz(z zia;) = (T1,..., %)

©q heifen Normalkoordinaten auf U(x).

Bemerkungen:

e Sei v,(t) = exp,(tv) die von v € D, C T, M erzeugte radiale Geodéte und sei
n
v = Y via;. Dann ist ¢q(7,(t)) = (tvi,...,tvy). In der kanonischen Basis bzgl.

i=1
(U(x),¢q) gilt damit:

E U’L ’U

e Seiy € U(x), v =exp, (y) = Y v;ia; und k = Index(g). Dann ist z;(y) = v; und
damit

1
lwloy) = (=18 = =i +...+0]2).

e Fiir die kanonische Basis der Normalkoordinaten ¢, gilt:

()

= (dexpy)v(a;) wobei v = exp;, ' (y)
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da

aii () = ‘ (03 (pa(y) + tai))li=o

dt
= %(expx(:rl(y)al o () + a4+ 2 (y)an)) =0
= (depr)v(ai)'

Die Normalkoordinaten um x verhalten sich #m Punkt x in 1. Naherung so wie die Eu-
klidischen Koordinaten von R™* ~ T}, M:

Satz 3.59. Sei (M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und (U(x),pq) Normalko-
ordinaten um x € M. Dann gilt

-1 , falls j <k

1. gij(x) = dijej mit e = { 1, fallsj >k

k _
2. Fz-j(ac) =0.
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Es gilt
0 0
gij(x) = go(z—(2), 5—(2))
J 8951 83;]-

= a((dexpy)o(m), (dexpy)o(ay))

Satz 3.54
=" go(0i,05) = dije;.

2. Wir betrachten die Geoddten-Gleichung fiir eine radiale Geodéte v, (¢) in Normal-

koordinaten:

y = exp,(v), ea(y) = (@1(y), - Taly)) = (v1,...,vn).
Dann ist
Pa(V0(t)) = (tz1(y), - - - ton(y)) = (11(D); -, (b))
und damit
i) = z(y) bzw. ’y"(t) =0.
Daraus folgt nun

> T(w®)zi(y)ai(y) =0 te0e),k=1,...,n
i,J

Wir betrachten nun speziell den Vektor v = (a, + ay).
zi(y) = Oir + js.
Es gilt also
L7 (ro(8) + T4, (70(8) = 207, (3(1)) =0 ¥t € [0,¢)

und insbesondere fiir t =0
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Konvexe Umgebungen

Definition. Sei (M",g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine offene Menge
W C M heiftt konvex < W ist Normalenumgebung fiir jeden ihrer Punkte.

Aus Satz 3.55 folgt: Ist W C M konvex, so existiert fiir je 2 Punkte x,y € W eine
eindeutig bestimmte Geoddte, die x und y in W verbindet. Im Folgenden soll gezeigt

werden, dass jeder Punkt von M eine konvexe Umgebung besitzt. Dazu betrachten wir
die C*°-Abbildung

E:DCTM — MxM
v (W(v)7exp7r(v)(v))'

Dabei sei 7(v) der Fukpunkt von v im Tangentialbiindel 7'M und

D:={veTM|1€l,}.
D C TM ist offen (Theorie der Differentialgleichungen) und es gilt

D,=DnNnT,M VxeM.
Lemma 3.60. Seix € M und v € T, M. Ist nun
(dexpy)y : To(Te M) = Toy, ()M
ewn Isomorphismus, so ist auch
dEy : Ty(TM) = Ty exp, (v) (M x M)

ein Isomorphismus. Insbesondere ist EE: D C TM — M x M ein lokaler Diffeomorphis-
mus um 0, € T, M C TM.

Beweis. Sei v € T, M ein Vektor fiir den (dexp, ), ein Isomorphismus ist. Aus Dimensi-
onsgriinden geniigt es zu zeigen, dass dF, injektiv ist. Sei w € T,,(T'M) und dE,(w) = 0.
Da pry o E = 7 = Projektion im Tangentialbiindel, folgt aus

dmy(w) = dpry o dE,(w) =0

die Eigenschaft

w € kerdm, = T,(T, M)
Hf—/ E/—/
n-dim n-dim

d.h. w ist ein “vertikaler Vektor”. Damit ist

(dEy)(w) = (0, (dexpy)y(w)) =0
und (dexp,),(w) =0, bzw. w = 0. O
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Satz 3.61. (M",g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt x € M besitzt eine
konvere Umgebung.

Beweis. Sei U(x) eine Normalenumgebung von z und ¢4 = (21,...,2,) Normalkoordi-
naten um x auf U(x). Wir betrachten die Funktion (unabhéngig von sign(g))

N:U(x) — R
y = 2i(y)+...+22(y).

Da U(x) offen, gilt fiir hinreichend kleines § > 0

K(0,6) C ¢a(U(z))

Sei fiir solches & Vs(z) := ¢ 1(K(0,6)).

Um kontrollieren zu koénnen, dass Geodaten unsere gesuchte geodatische Kugel nicht
{verlassen und wiederkommen kénnen}, schrinken wir zunéchst unsere Mannigfaltigkeit
auf eine so kleine geodétische Kugel ein, dass das Bild einer jeden Geodate unter der
Kartenabbildung ¢ sich vom Punkt ¢(x) nicht {erst entfernen und dann wieder néhern
kann}, indem wir Folgendes fordern: Ist r der euklidische Abstand zum Punkt ¢(x) im
R™, so soll R := ropo~y konvex sein. (Dann nimmt er auf einem abgeschlossenen Intervall
sein Maximum stets auf dem Rand an.) Weil sich damit einfacher rechnen lisst, aber das

Gleiche bezweckt wird, begniigen wir uns mit der Konvexitit von N := R2. Es geniigt
dafiir bekanntlich (R?)” > 0 zu fordern.

0 < (R%)" (Z ’yk)

= 22 ( ,Yk g ’Yk’Y;Z) |7 Geodate
k
=2 Z ()" = W Z TEA;

:22 dmk®dazk—kaF dr; @ dz; | (Y, 7).
7‘]

=:B

Wegen des Faktors xj, vereinfacht sich B in z zu Y, (dzg)?, ist dort und wegen der
Stetigkeit auch in einer Umgebung Vj also positiv definit. (Es stellt sich hier also heraus,
dass es iiberhaupt keine Bedeutung hat, Normalkoordinaten zu benutzen.)

Schranken wir jetzt M auf Vj ein, so gilt fiir alle y, z € V. C Vj, dass eine Geodite, die in
Vs von y nach z verlduft, zwischen den beiden Punkten auch in V% bleibt, da der Radius
in einem der beiden Randpunkte des Definitionsbereiches maximal wird.
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Wendet man Lemma 3.49 nun auf Vj (anstelle von M) an, sodass man ein diffeomorphes
E : W — V x V erhélt, wahlt ein ¢, sodass Vz C V und verkleinert den Diffeomorphie-
bereich W auf E~Y(V. x V%), so verlaufen die Geodiiten zwischen v,z € V. also alle in
V., womit V. konvexe Umgebung von z ist. O

Korollar 3.62. Sei (M"™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ist v : [0,b) C
R — M eine Geoddte und existiere eine stetige Fortsetzung 4 : [0,b+0) C R — M won ~y
(die keine Geoddte sein muss). Dann existiert eine Fortsetzung von vy zu einer Geoddten

auf [0,b+ €) (fir eine > 0).

Beweis. Sei V' C M eine konvexe Umgebung von 7(b). Dann existiert 0 < a < b, sodass
Aoy € V. V ist Normalenumgebung von v(a), d-h. 4|/ ist ein Anfangsstiick einer
radialen Geodéte. Setzen wir diese radiale Geodédte bis zum Rand von V fort. Da 4(b) ¢
0V, ist die radiale Geodéte auf [0,b + ¢) fiir ein € > 0 definiert. O

3.10 Geodaten und Abstiande in Riemannschen
Mannigfaltigkeiten. Der Satz von Hopf und Rinow

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur zusammenhingende Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten (M™,g) und studieren die Abstands-minimierenden Eigenschaften von Geodé-
ten in Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Sei (M™,g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und z,y € M.
Q(x,y) := Menge der stiickweise glatten Kurven, die  und y verbinden.

Definition. d : M xM — Rxq, (z,y) — inf {{(y)| v € Q(x,y)} heift Abstand von z und y
in (M, g).

Bemerkungen:

1. d ist offensichtlich > 0 und symmetrisch. d erfiillt die A-Ungleichung
d(z,y) < d(z, 2) + d(2,y),
denn: Sei ¢ > 0. Wéhle a € Q(z,2), 8 € Q(z,y) mit
l(la) <d(z,z)+e, U(B)<d(z,y) +e.
Dann ist a * 8 € Q (z,7)'® und es gilt
o+ ) = I(a) + U(8)

d(z,y) <llaxp) <d(x,z)+d(z,y) + 2.

Mit € — 0 folgt Behauptung. Wir werden spiter zeigen, dass d eine Metrik auf M
ist. (Dafiir ist noch d(x,y) = 0 = & = y nachzuweisen.)

5Hierbei bezeichne a * 3 die Verkniipfung von Wegen.
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2. In pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten kann man zwar d ebenfalls definieren,
dies ist aber keine Metrik:

Fiir (R?,g = —dz? +dy?) ist v: [0,1] — R>!  ~(t) := (¢,t) isotrop, und damit gilt
l(y) =0 =d(~(0),~(1)) =0.
3. Es muss keine Kurve geben, deren Lénge gleich dem Abstand ist

R\ {(0,0)} ¢ =dz*+ dy*

o

Definition. Eine Kurve v € Q(z,y) heift minimierend :< [(y) = d(x,y). Sei (M",g)
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und x € M.
Sei U(z) eine Normalenumgebung von x mit Exponentialabbildung

exp, : U(0) C T,M — U(z) C M.

Sei e >0sodass cl(K.(0)) < U(0). Dann heit
—_—

abg. Kugel in (T3 M,gz)
B.(z) :=exp, (K:(0)) C U(x)

geodiitische Kugel um z% und

e (2) = exp, (9 (K. (0)) = exp,, ({v € O] o] = <})

geoditische Sphire um x.

Seien pq = (x1,...,zy) Normalkoordinaten um z auf U(z). Dann gilt
yeSe & |expr ()| =€
2

& xl(y)2+...+xn(y)2 = g”°.

Aus Satz 3.61 erhilt man

Satz 3.63. Sei (M™,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir jeden Punkt x € M
existiert eine geoddtische Kugel B.(x) so dass fir jedes 0 < a < c¢ die geoddtischen
Kugeln B,(x) um x konvex sind.

Zudem gilt der folgende Satz:

6B, (2) ist ebenfalls eine Normalenumgebung von .



3.10 Geodidten und Absténde in Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Der Satz von HOﬁfl
und Rinow

Satz 3.64. Sei (M",g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M
und U(z) eine Normalenumgebung um xz. Seiy € U(z) und 7, : [0,1] C R — U(x), die
eindeutig bestimmte radiale Geoddte von x nach y, sodass v = exp, (y). Dann ist 7y, die
eindeutig bestimmte kirzeste Kurve von x nach y in U(z), d.h.

o) = llw) VaeQ(zy)
o) = l(w) e a=vyorT.

Dabei ist T eine monoton wachsende Umparametrisierung von .

Beweis. Sei o € Q(z,y), a:[0,1] = U(z) (d.h. evtl. umparametrisiert auf das Intervall

[0,1]). exp, : U(0) C T, M — U(z) ist ein Diffeomorphismus. Sei
o(t) = expy Ha(t)) € U(0) C T, M.

O.B.d.A. gelte 0(t) # 0 Vit € (0,1] (sonst lisst man das Anfangsintervall weg, mit

dem man z mit = verbindet.) Dann ist 9(t) = r(t) - v(t), wobei [[v(¢)|| = 1 und r :
(0,1 — RT stiickweise glatt ist. Damit gilt insbesondere auch ||o (t)| = r(t). Aus
a(t) = exp,(r(t) -v(t)) und mit Ausnahme der endlich vielen “Ecken” von «a(t) gilt dann:
o/ () = (dexp, )y ( r'(t)u(t) + r(t) - '(t)
— —_——

tangential an den Strahl Tu(t) w (orthogonal an den Strahl Uv(t))

Aus dem Gauk-Lemma (Satz 3.58) folgt

g (®),a' () = () galv(t),0(t) +9(, ) mit b = (dexp,(w))
—_—

Damit ist dann
[/ () > [ ()] > 7' (t). ()

1 1
Wir betrachten nun [ ||/ (¢)||dt > [+'(¢t)dt = r(1) — r(g). Fiir e — 0 folgt r(¢) — 0, da
0(0) = 05. Des Weiteren ist

r(1) =[5 = llexp™ W)l = lloll = {(w),

sodass insgesamt

) = ()

Die Gleichheit kann nur auftreten, wenn Lebesgue-fast iiberall in () die Gleichheit ein-
tritt, d.h.
l(a) = (7)) = g(,%) =0 dh. =0,
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da aber nach Konstruktion r(¢) > 0, muss fast iiberall v/ (¢£) = 0 sein, sodass
v (t) = vy.

Wir erhalten dann wegen Gleichheit in ()

Fiir die geodatischen Kugeln um z gilt sogar noch mehr:

Satz 3.65. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und B¢(x) eine geo-
datische Kugel um z,y € B.(z). Dann ist die radiale Geoddte vy, : [0,1] — Be(z) von
x nach y die kirzeste Kurve zwischen x und y in ganz M. Insbesondere gilt: Ist o eine
stickweise C°°-Kurve, die in x beginnt und Be(x) verldsst, dann gilt

l(a) > e.

Beweis. Nach Satz 3.64 ist 7, die kiirzeste Kurve von = nach y innerhalb von B(x).
Nach Definition von B.(x) gilt I(7,) = ||[v|| < . Es geniigt also zu zeigen: Ist « : [0,b) —
U (x) eine stiickweise C*°-Kurve mit «(0) = z, die B.(x) verldsst, dann gilt [(a) > e.
Also angenommen « verlisst B.(x), dann schneidet « jede geodétische Sphére S, (x) fiir
0 < a < e. Sei nun a fix und tg € (0,b) der kleinste Parameter mit a(tg) € Sy(x), dann
ist
ljo,] € €l (Ba(z)) C Be(w).
Fiir die radiale Geodéte v von x nach «a(tp) gilt /() = a und nach Satz 3.64 folgt also

@) > I(aljp) 2 ) =a Va<e
bzw. () > €. O

Folgerungen. Sei B.(z) eine geodatische Kugel um x und S, (z) die geodétische Sphéare
vom Radius €. Dann gilt:
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1. Vy € B.(x) ist
d(x,y) = U(v) = |lvll
Dabei ist 7, : [0,1] — M die radiale Geodéte von z nach y = exp, (v).
2. Dariiber hinaus gilt

Be(x) = {yeM|d(z,y) <e}
Se(z) = {yeM|d(x,y)=e}.

Aus dem soeben Bewiesenen folgt insbesondere, dass Geodéten lokal minimierende Kur-
ven sind:

Satz 3.66. Sei v : I — M eine Geoddte in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Dann
ist v “lokal minimierend”, d.h. zu jedem Kurvenpunkt ~(tg) existiert eine Umgebung
V(y(to)), so dass V[so,s1] C I mit so < to < s1 und y([so,s1]) C V(to) das Geodi-
tenstiick 7\[80781} minimierend 1st:

d(’}/(SO), 7(81)) = l(7| [so,sl])'

Beweis. Sei z = ~y(tp) und B, (x) eine geodétische Kugel um x und J(ty) C I ein Parame-
terbereich um ¢y, die so klein gewihlt sind, dass die Kurve 7|7 die Kugel B,(x) in einem
zusammenhingenden Parameterbereich schneidet. Seien nun xzy = v(sg),x1 = v(s1) €
B, (). Dann ist Im7y|(s, ;] € Ba() und 7|(s, s,] ist eine radiale Geodéte aus v(so) in der
Normalenumgebung B, (x) von 7(sg). Nach Satz 3.64 ist dann d(zo, r1) = I(Y [[s,5,])- O

Andererseits gilt

Satz 3.67. Sei (M",g) eine zusammenhdangende Riemannsche Mannigfaltigkeit, x,y €
M. Sei a € Q(z,y) eine minimierende Kurve, die proportional zur Bogenldnge parame-
trisiert ist. Dann ist « eine Geoddite (also insbesondere auch C*).

Beweis. Sei « : I — M eine minimierende Kurve, t € I und B.(«(t)) eine konveze
geodatische Kugel um «(t). Dann gilt fiir ein Teilintervall ¢ € [t1, 2] C I dass

a([tr, ta]) € Be(a(t)).

Da o minimierend ist, folgt aus der A-Ungleichung

@l 4a)) = dle(tr), ).

Nun ist B(a(t)) eine Normalenumgebung von «(t1). Nach Satz 3.64 ist aly, ¢, eine
monoton wachsende Umparametrisierung der radialen Geodaten v von «(t1) nach a(t2).
Sei 7 : [t1,t2] — [0,1] die Umparametrisierung:
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Da « proportional zur Bogenlédnge parametrisiert ist, folgt

lo(£)]] = konst. = ||/(r(t))| -| 7'(1) |
—— =~

konst. >0

und damit ist

7'(t) = const. > 0.

Somit muss 7 eine affine Transformation sein:
7(t) = at + b.

Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch in den “Ecken” von a. Da ~ eine Geodite ist, ist
die affine Umparametrisierung |, 1, auch eine Geodéte. Da dies fiir jedes t € I gilt, ist
o insgesamt eine Geodéte. U

Satz 3.68. Sei (M",g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und d :
M x M — R der Abstand auf (M, g). Dann ist (M, d) ein metrischer Raum. Die von der
Metrik d induzierte Topologie auf M stimmt mit der MF-Topologie tiberein.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. d ist Metrik auf M:

Es ist nur noch zu zeigen, dass gilt:
dlz,y)=0 = zxz=y:

Sei  # y. Da M Ty-Raum ist, existiert eine geodatische Kugel B.(z), die y nicht
enthélt. Nach Satz 3.64 ist jede Kurve a € Q(x, y) langer als ¢, da sie B.(z) verlésst,
d.h.

d(z,y) >¢e>0.

2. Fiir die geodétischen Kugeln in (M, g) gilt
Be(z) ={y € M| d(z,y) <e}.

Da exp, ein Diffeomorphismus ist, sind die geodétischen Kugeln B.(z) sowohl in
der MF-Topologie von M als auch im metrischen Raum (M, d) offen, die Topologie
stimmt damit {iberein:

e Sei V. C M offen in (M, d). Dann existiert Vo € V eine Kugel B.(,(z) C V,

sodass

zeV
| —

offen in M
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o U C M offen in M (MF-Topologie). Nach Satz 3.63 existiert Vo € U eine
geoditische Kugel Be(,)(z) C U, d.h.

zeV
~———

offen in (M, d)

Bevor wir nun zum Satz von Hopf und Rinow kommen, noch ein wichtiges Lemma:

Lemma 3.69. Ist x € M ein Punkt fiir den exp, auf T,M definiert ist, so existiert fir
jeden Punkt y € M eine minimierende Geoddte von x nach y.

Beweis. Sei B.(x) eine geodatische Kugel um x mit y & B.(x) (sonst ist die Behauptung
trivial). Sei 0 < ¢ < e. Betrachten wir die geodétische Sphére Ss(z). Ss(z) ist nach
Definition kompakt (da exp, stetig). Die Metrik definiert eine stetige Funktion

d: M — R
z = d(y,z)

d, nimmt dann auf Ss(z) ein Minimum an. Sei m € Ss(x) mit d(y, m) = min{d(y, z)| z €
Ss(x)}, dann gilt

d(z,m) +d(m,y) = d(z,y). (%)

Sei namlich o € [0,b] — M eine Kurve von z nach y und sei 0 < a < b der kleinste
Parameter mit a(a) € Ss(z). Sei nun

a1 =alpe 5 2=l

Dann ist

o) =1l a) + l(az) > 6+ (),
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da oy Kurve in Bs(z) ist, deren Lange ist nach Satz 3.64 > (Lénge der radialen Geodaten
von z — «(a)) = d = d(z,m). Nach Wahl von m gilt nun

d(mvy) < d(a(a)’y) < l(a2)’

und daraus folgt
l(a) = d(x,m) +d(m,y) Vo e Q(z,y),

und damit
d(,y) > d(z,m) + d(m, ).

Aus der A-Ungleichung erhélt man dann die Behauptung (x). Sei nun [0, 00) — M die
auf BL parametrisierte radiale Geodate (B. (x) ist eine Normalenumgebung) von z aus,
auf der m liegt:

exp, ' (m) = v fiir ein v € T, M mit |jv|| =1,

und
V(t) = exp,(tv).
(Nach Voraussetzung ist v (¢) V¢ € [0,00) definiert.) Behauptung: Sei dy = d(z,y), dann
gilt:
Vdo) =y (%)
Sei nédmlich

T :={te0,do]| t +d(v(t),y) = do}, beachte t =1 (’Y|[o,t]) =d(z,v(t)).

Nach (%) ist § € T. T ist aus Stetigkeitsgriinden abgeschlossen in [0,dp]. Sei dann ¢y =
max {t € T'} € [0,dp], dann ist
to>9>0.

Wir zeigen, dass tg = dp, damit wire
do + d(v(do),y) = do = v(do) = y.

Angenommen tg < dy:
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Dann findet man eine geodétische Sphére S, (v(to)), sodass

D +d(5 (8),y) = d(3(to). y).
=d(~(tg),m) —~

m

Dann ist

t0—|—(§+d(’l’h,y) :d(’}/(t()))y)_‘_to:d(x)y)v da to GT) d(aj)y) :dO

und damit

to+ 0 + d(m,y) = d(x,y) < d(x,m) + d(m,y) = to+ 06 < d(x,m).
Aus der A-Ungleichung folgt aber

d(.’L‘,’I’?L) < d($’7 (tO)) +d(7 (tO) ,Th)

to 5

d.h. es tritt eine Gleichheit ein:
to+0 =d(z,m).
Wir setzen nun 1 = 7|[g¢,] und 41 = ’y|[0 5- Dann ist

to=1(y) und &6=1(F1).

Die stiickweise C>°-Kurve 71 * §1 von @ nach m ist nach Bogenlinge parametrisiert, hat
die Lange to + ¢ und es gilt

Iy %1) =d(z,m),

sie ist somit minimierend! Satz 3.67 liefert nun, das 7, * 7] sogar eine Geodéte ist, also
insbesondere glatt, d.h. es liegt in v(tg) keine “Ecke” vor, und damit ist zwangslaufig

~(to + S) =m.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Maximalitit von tg # dp, da

()

d (v (to) ,m) + d (m,y) = d(v(to),y)
= to+d(y(t),m)+d(my) “E do
= to+d +d(y(to +9),v) = do
Und damit wire tg < tg+ ¢’ € T. Widerspruch! D.h. tg = dj. O

Satz 3.70. Theorem von Hopf und Rinow. Sei (M™,g) zusammenhingende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:



228 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

1. (M™,g) ist geoddtisch vollstindig.

2. Der metrische Raum (M, d) ist vollstindig.

3. Jede abgeschlossene beschrinkte Teilmenge von M ist kompakt.

4. Es existiert ein Punkt x € M so dass exp,, auf ganz Ty M definiert ist.

Ist (M™, g) vollstandig, so existiert fiir je 2 beliebige Punkte z,y € M eine minimierende
Geodite v von z nach y: d(x,y) = (7).

Bemerkung: Es folgt
1. Jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollstédndig.

2. In einer vollstdndigen Riemannschen Mannigfaltigkeit kann man Abstédnde berech-
nen, indem man alle Geodédten von x nach y bestimmt und deren Lénge berechnet.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

e 4. = 3. Behauptung: Existiert ein x € M, sodass exp, auf ganz T, M definiert ist,
und ist A C M abgeschlossen und beschréinkt, dann ist A kompakt.

Aus Lemma 3.69 folgt: Ist y € A, so existiert eine minimierende Geodite ~, :
[0,1] — M von x nach y:

d(z,y) = 1(7y) = |7, 0)]-
Da A beschrinkt ist, existiert ein C > 0, so dass
Vye A d(z,y) <C (AC(Ko(x))).

Und so ist ~
7,(0) € {v € T, M| |v|]| < C}:= K. C T, M.

K, ist kompakt, exp, : TpM — M stetig, und damit ist exp,(K,) kompakt in M
und enthélt A. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist jedoch
kompakt.

e 3. = 2. Behauptung: Jede abgeschlossene und beschrankte Teilmenge ist kompakt.
Dann ist (M, d) vollstindig.

Sei {z,} eine CF in (M,d). Dann ist A = {z,,} eine beschriankte Menge. cl (A)
ist somit beschriankt und abgeschlossen und nach Voraussetzung kompakt bzw.
folgenkompakt. D.h. jede Folge in ¢l (A) hat eine konvergente Teilfolge. Da {z,,}
eine CF ist, die eine konvergente Teilfolge enthélt, ist {z,,} konvergent.

e 2. = 1. Behauptung: Sei (M,d) vollstdndig. Dann ist jede Geodite ist auf ganz R
definiert.
Sei v : I := (a,b) - M (mit a,b € RU {—00,00}) eine auf BL parametrisierte
maximale Geoddte. Angenommen es gibt ein b € 0I. Dann ldsst sich ~ {iber b
hinaus als Geodate fortsetzen, d.h. die Geodéte ist doch nicht maximal.
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Sei t,, — b < oo eine Folge in I. Dann ist {7y(t,)} eine CF in M, da

d(y(tn), ¥(tm)) < Ut tm]) = ltn = tm| - (nym 2 no).

Nach Voraussetzung konvergiert nun {7(¢,)} in M gegen ein ¢ € M. Ist s, — b
eine andere Folge, dann gilt ebenfalls

d(7y(tn),v(sn)) < l(7|[sn,tn}) = [tn — sn| = 0,

d.h. {v(sn)} konvergiert ebenfalls gegen g € M. Dann definiert
(b) := lim (t,) = ¢
tn—b

eine stetige Fortsetzung von 7 in den Punkt b. Nach Folgerung aus Satz 3.62 ist y
auf I U K.(b) mit € > 0 als Geodite fortsetzbar. Die Widerlegung der Annahme
b € OI bedeutet aber I = R.

e 1. — 4. Behauptung: Ist (M, g) geodatisch vollstindig, dann existiert ein z € M,
sodass exp, auf ganz T, M definiert ist.

Dies folgt trivialerweise aus der Definition.
O

Die Aussagen des Satzes von Hopf und Rinow gelten nicht in pseudo-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten.

1. Beispiel einer kompakten pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit, die nicht geoda-
tisch vollsténdig ist.

Wir betrachten den R2 mit der Lorentz-Metrik
I(ay) = (costy — 1)dz? — 2dxdy.

Diese Metrik ist 27-periodisch, definiert also eine Lorentz-Metrik auf dem kompak-
ten Torus T? = R?/(21 - Z x 2n - Z). (T?, g) ist nicht geoditisch vollstindig, da
sich die Geodite

v: (0,00) — T? =7(R?)
1
t — 71(; — t,arctan(t))

nicht iiber 0 hinaus nach links fortsetzen lasst.

2. Beispiel einer geodétisch vollstindigen pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit, in
der es Punkte gibt, die man nicht durch Geodéten verbinden kann: Anti-de-Sitter-Raum

M2:{(:r,y)6R2| —g<m<g}

2 2

Man kann zeigen, dass die Geoddten durch den Punkt (0,0) folgenden Verlauf
haben und dass alle maximalen Geod&ten auf R definiert sind.
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1 wird nicht
N -
1 erreicht

3. In pseudo-Riemannschen Rdumen muss man den kausalen Charakter von Geodéaten
unterscheiden:
R? mit Koordinaten (z,y). Sei f € C*°(R?) Funktion mit f = 1 auf {(x, )| |z| > 1},
f(z,-) symmetrisch, [, f(0,y)dy < co. Dann ist die Lorentzmetrik

g = f(de® — dy?)

raum- und lichtartig geodétisch vollstindig, aber zeitartig geodatisch unvollstindig.

Insbesondere geht die Vollstindigkeit von (dz? — dy?) bei konformer Anderung der

Metrik verloren!?.

3.11 Jacobifelder, konjugierte Punkte und Schnittort

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, * € M und exp, : T,.M — M
die Exponentialabbildung. Wir wissen bereits, dass fiir das Differential von exp, im
Nullvektor 0 € T, M

(depr)(‘)’ = 1dTmM

gilt. Insbesondere ist exp,, ein lokaler Diffeomorphismus um 0eT,M.
Wir wollen nun wissen, wie groft der Diffeomorphiebereich von exp, ist. Dazu miissen
folgende Fragen beantwortet werden:

1. Wie kann man
(dexpy)y : Ty(TeM) = To M — Toxp, ()M

fiir v # 0 bestimmen? Fiir welche v € T, M ist diese Abbildung ein Isomorphismus?
2. Fiir welchen Bereich U, C T, M ist exp, : U, C T, M — M injektiv?
3. Wir suchen eine Menge Cut(x) C M, so dass
exp, : Uy C TpyM — M\Cut(x)
ein Diffeomorphismus ist.

Als technisches Hilfsmittel benutzen wir Jacobifelder.

17Siehe O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, Seite 154, Beem, Ehrlich: Global Lorentzian Geometry



3.11 Jacobifelder, konjugierte Punkte und Schnittort 231

Jacobifelder und konjugierte Punkte

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und + : [0,a] — M eine
Geodite in (M, g). Ein Vektorfeld Y € X(M) entlang v heifit Jacobifeld, falls

Y+ RV, Y)Y =0
auf [0, a], wobei Y/ = YX' Y” = ¥ ¥V fiir den Levi-Civita-Zusammenhang V.

Beispiel 3.71. Y =+ und Y € X, (M) mit Y () := t+/(t) sind Jacobifelder entlang .

Jacobifelder treten bei Variation von Geodéten auf:

Definition. Sei v : [0,a] — M eine Geodite. Eine Variation von +y ist eine parametri-
sierte Fliche V : [0,a] x (—,e) = M mit
V(t,0) = (1)

Das Vektorfeld Y € X, (M) mit Y (t) := %—Z(t, 0) heifst Variationsvektorfeld von V.

Im Folgenden md&chten wir zeigen, dass man aus jedem geodétischen Variationsvektorfeld
ein Jacobifeld erhdlt. Dazu zeigen wir zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 3.72. Sei V : A C R2 — M eine parametrisierte Fliche auf M und sei X €
Xy (M), das heifit eine glatte Abbildung

X:A—-TM
(t, 8) — X(t, 8) S TV(t,s)M~

Dann gilt:
R<8V 8V>X VVX VVX

9t 0s ) T dt ds  ds dt
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Beweis. Wir wihlen zunéchst eine Karte (U, ¢ = (z1, ..., 2, )) um einen beliebigen Punkt
p € V(A). Wir haben dann die Darstellung

i 0
X(t,s) = Zg (t,s) - Oz (V(t,s))
i=1 v
= Xi(t,s)
Damit erhalten wir fiir % und %%:
VX .o VX,
o = . X; (
dt — ot +¢ dt
VX _ROPE L A0VX S6VX VX,

ds dt _izlasc‘)t’ it Tas @ TYna

Und damit

vV VX vvx_z”:gi(zvxi YVXZ) )
=1

ds dt  dt ds ds dt  dt ds
Wir berechnen nun den Term % Vdfi genauer. Wir betrachten dazu die Koordinatendar-

stellung von V, also (V' (t,s)) = (z1(t,s), ..., zn(t,)). Damit gilt

ov. - Ox; 0 ov " Oxp 0O
E - . 83 am] (V(.7.))7 at - 8t amk (V(.7.)) .
7j=1 N , k=1
:X]' =Xk
Und mit dieser Darstellung schreibt sich Vd)s(i als
VXZ‘ N 0 i " (%zj 0
5 Vo an Vi) =2 5 'ijaxi(v(”'))

j=1
und nochmaliges kovariantes Ableiten liefert

VVX: <= 0% o 0x; V
_ ) orj

0
Gt ds 2 ot0s o 0w | s a( azja—@(V("‘)))
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Und damit erhalten wir aus (x) schlieklich die gewiinschte Darstellung:

"L (VX VUK [ (0w 0w 0w Oy 5
;5 (ds dt  dt ds>_Z£ Z{@t s ds Ot Viv%axi(v(

jk—l

(Indexumbenennung) = Zfl 8m] % . {V oV o 8' -VaoVo &,}(V(
i=1  jk=1

B Zfl 8V 8V 0
(%zl-
ov ov
=R|5—= | X.
( ds’ Ot )
Satz 3.73. Ist V eine Variation der Geoddten ~ : [0,a] — M, die nur aus Geodditen

besteht, d.h. Vs := V(-,s) : [0,a] — M ist eine Geodite fir jedes s € (—¢,¢), so ist das
Variationsvektorfeld Y = %—Z(-, 0) ein Jacobifeld entlang .

O

Beweis. Aus dem vorhergehenden Lemma erhalten wir

R(OV VNV _VVOV V. VOV
ot ds ) ot dtds Ot ds dt Ot
N——
=0, weil V5 Geodite
VvV VoV

~ dids ot
VvV VoV

T dtdt 9s’
wobel wir im letzten Umformungsschritt das Symmetrielemma angewendet haben. Nun
erhalten wir aber fiir s = 0O:

oV A oV
E(tvo) - ‘/E](t) =7 (t)v Os

—-(,0) =Y (2).
Und setzen wir dies in obige Gleichung ein, so erhalten wir

RO YW =Y
und wegen der Schiefsymmetrie von R in (1,2) schlieflich

YY"+ R(Y,7 )y =0 auf I.

Dies ist gerade die Bedingung fiir ein Jacobifeld. Folglich ist Y ein Jacobifeld. O
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Beispiel 3.74. Jacobi- und Killingfelder

Sei X € X(M) ein Killingfeld und v : [0,a] — M eine Geoddte. Dann ist X (t) := X (y(t))
ein Jacobifeld entlang .

Beweis. Sei {15} der lokale Fluss von X. Da X ein Killingfeld ist, ist
Ys:UCM—p(U)Cc M
eine Isometrie. Wir betrachten nun die Variation

V:l0,a] x (—e,e) > M
V(t,s) = %(’Y(t))

Wy ()
Y.y ()

¥(th)
() Vitr)

V' ist eine Variation durch Geodéten, folglich ist das Variationsvektorfeld %—Z(t,O) ein

Jacobifeld. Wir erhalten

P 10,0) = W) lomo

= X(1(to)) = X(to),
denn s — ¥s(y(tp)) ist die Integralkurve von X durch den Punkt ~y(t¢). O

Satz 3.75. Sei v :[0,1] = M eine Geodite, u,w € T,M,v(0) =z und 7' (0) = v. Dann
qgilt
1. Es existiert genau ein Jacobifeld Y € X(M) mit Y (0) = v und Y'(0) = w.
2. SeiY € X,(M) das Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0,Y’(0) = w € T, M. Dann
gilt
Y(t) =t (dexp,)w(w) € Ty M

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Die Jacobi-Gleichung Y +R(Y,~)y" = 0 ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung.

Die Losung ist deshalb eindeutig bestimmt durch die Anfangsbedingungen Y (0)
und Y’(0).
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2. Wir betrachten die folgende geodéatische Variation von 7:
V(t,s) := exp,(t(v + sw)).
Dann gilt
V(t,0) = exp,(tv) =7(t)
V(t,s0) = expy,(t(v+ sow)) = Yotseuw(t)
und aus der Kettenregel folgt

Y(t) = %_Z(t’o) = (dexp,)w(tw).

Aus Satz 3.73 weils man, dass Y ein Jacobifeld entlang ~ ist. Auferdem gilt

Y(0) = 0
/ VOV gy =YV

%—‘;(-,50) ist das tangentiale Vektorfeld an die Geoddte V (t,s0) = Yo+sow(t), d.h.

es ist oV
E(O’ 50) = Yorsow(0) = v + sow.
Also gilt:
d
Y'(0) = g(v + sw)|s—p = w.
Damit ist Y (¢) := (dexp, ) (tw) das eindeutig bestimmte Jacobifeld mit Y (0) =
0,Y'(0) = w.

O

Beispiel 3.76. Jacobifelder auf MF konstanter Schnittkrimmung

Sei M™ = M"™(Ky) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriim-
mung Ko und 7 : [0,]] - M"™(Kp) eine auf Bogenlinge parametrisierte Geodéte mit
v(0) = z,7(0) = v. Seien u,w € T, M"™ gegeben und bezeichne U, W € X,(M) die
Parallelverschiebung von u — (u, v)v bzw. w — (w, v)v entlang . Dann ist das Jacobifeld
Y € X,(M) mit Y(0) = v und Y'(0) = w gegeben durch

Y(t) =Y (1) + (w,0)t -7 (1) + {u,0)y (1)

wobei
ﬁ sin(y/Kot) - W(t) + cos(vVKo - t) - U(t), falls Ko > 0,
Y(t)y={ U@ +tw(t), falls Ko = 0,

\/_17[{0 sinh(v/—Kot) - W(t) + cosh(v—Ko-t) - U(t),  falls Ky <O0.
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Zum Beweis benutzt man
R(X,Y.T.Z) = Ko (9(X, 2)g(Y.T) = (X, T)g(¥, 2))

und berechnet Y 4+ R(Y,v')y = 0.

Satz 3.77. Bezeichne Jac,M den Vektorraum der Jacobifelder entlang ~v. Dann gilt:
1. Jac, M ist ein 2n-dimensionaler Vektorraum.
2. {Y € JacyM|Y L ~'} ist ein (2n — 2)-dimensionaler Vektorraum.
3. {Y € Jac,M| Y (0) =0,Y L~} ist ein (n — 1)-dimensionaler Vektorraum.
Insbesondere gilt fiir Y € Jac, M
(Y(t),7'(t) =t +
(wobei (-,-) die Metrik bezeichnet).

Beweis. Sei Y € Jac, M. Wir zeigen, dass die Funktion t — (Y(¢),+'(t)) linear ist:

d v v

prise Yy = (7Y v + (Y, Eﬂ =(Y",)
> / "ot 'V
@(Y,’H = <Y7’Y>+<Y7E’Y>

= —(RY,¥)Y.,?)=RH®.Y,¥.,7)=0.

Folglich gilt (Y (t),~/(t)) = at + 8 mit 8 = (Y(0),7/(0)) und a = (Y'(0),+/(0)). Die
Bedingung (Y,~') = 0 liefert « = 8 = 0, also einen Unterraum der Kodimension 2 im 2n-
dimensionalen Raum aller Anfangsbedingungen (Y'(0),Y”(0)). Ist zusétzlich Y (0) = 0, so
ist bereits § = 0 und man hat einen Unterraum der Kodimension 1 im n-dimensionalen
Raum der Anfangsbedingungen Y”(0). O

Definition. Sei z € M,~ : [0,a] — M eine Geodéte mit v(0) = x und ¢y € (0,a]. Der
Punkt () heifst konjugiert zu x entlang -, falls ein Jacobifeld Y € X, (M) existiert mit
Y #Z0und Y(0) =Y (ty) =0.

¥ (to) Y
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Bemerkung: Fiir dieses Jacobifeld gilt Y L 4/, denn nach Satz 3.77 ist (Y (¢),~/(t)) = at
und somit a = 0 wegen Y (t9) = 0.

Satz 3.78. Sei x € M und v € T, M. Das Differential der Exponentialabbildung
(dexpy)iw : Tot(Te M) — Ty iy M

ist genau dann ausgeartet, wenn die Punkte x und v,(t) zueinander konjugiert entlang
der radialen Geoddten ~, sind.

Beweis. Wir wissen, dass das Vektorfeld Y, (¢) = t(dexp,)w (w) das Jacobifeld entlang
vy mit Y, (0) = 0 und Y, (0) = w ist. Folglich gilt:

(dexp,),, ist ausgeartet < Jw e T,M, w#0 : (dexp,),, (w) =0
& Y, (t)=0,Y,(0)=0
< zund 7, (t) sind konjugiert entlang -,

Jacobifelder und konjugierte Punkte fiir Riemannsche
Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden sei (M"™,¢g) immer eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zunéchst einige
Beispiele:

Beispiel 3.79. Konjugierte Punkte von Riemannschen MF

1. Auf den Riemannschen Mannigfaltigkeiten (R, (-, -)gn ) existieren keine konjugier-
ten Punkte:

Fiir R™ ist die Schnittkriimmung Ky = 0. Das Jacobifeld Y € X, (R™) mit Y'(0) =0
und Y'(0) = w L v ist gegeben durch Y (t) = tW(t), wobei W (t) die Parallelver-
schiebung von w # 0 entlang =, ist. Folglich ist Y (t) = ¢ - W(t) # 0 fiir alle
t>0.

2. Auf (H", gun = & (da? + ... + da?)) existieren keine konjugierten Punkte:

H" hat konstante Schnittkriimmung Ky = —1. Das Jacobifeld ¥ € X, (H") mit
Y (0) =0 und Y’(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢) = sinh(¢)- W (¢) # 0 fiir ¢t > 0.
3. Auf der Riemannschen Sphéire S™ sind zwei Punkte z und y genau dann konjugiert,
wenn y = —x gilt:
S™ hat konstante Schnittkriimmung Ko = 1. Das Jacobifeld Y € X, (S™) mit
Y(0) =0 und Y'(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢) = sint - W(t), wobei W (t)
die Parallelverschiebung von w € T, M entlang -, ist. Folglich gilt Y (¢) = 0 genau
dann, wenn ¢t € 7 - Z. D.h. die Punkte x, —z € S™ sind konjugiert entlang jeder
Geodéten.
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Als néchstes werden wir zeigen, dass die Schnittkriimmung eine Aussage {iber den Verlauf
von Geoddten macht. Dazu benutzen wir den folgenden Satz iiber Jacobifelder:

Satz 3.80. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,a] — M eine
Geoddte mit v(0) = x und +'(0) = v. Sei weiterhin w € T, M ein Vektor mit (v,v) =
(w,w) = 1 und (v,w) = 0. Bezeichne Y das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0 und
Y'(0) = w. Dann gilt

1
||Y(t)|| =t— EKspan(v,w) (x)tg + 0(t3)

Beweis. Wir betrachten die Taylorentwicklung der Funktion h(t) = (Y'(¢),Y(¢)) im
Punkt ¢t = 0:

1 1 1
h(t) = h(0) + KW (0)t + 5h”(o)t2 + 6h’”(o)tf” + Eh(4)(0)t4 + o(th)

Dabei gilt:

I

[\
h<
NS
o
SN—
< =
o
SN—
~

I

0
2(Y"(0), Y'(0))
(0)) +6(Y"(0),Y"(0))
(0)) + 6(Y"(0),Y"(0)) .

= 2(Y"(0),Y"(0)) = 2(w, w) = 2
= —6(R(Y (0),7'(0))7'(0),Y'(0)) = 0

BN

P NN N
(=)

S N N N N
I
[\

Y, 7" ) =RYA) A
0 0

Folglich gilt in ¢ = 0:
Y"(0) = —R(w,v)v .

Damit folgt h(*)(0) = —8K span(v,w) (). Wir erhalten

1
||Y(t)||2 = t2 - ngpan(v,w) (l‘)t4 + O(t4)'
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Fiir die Wurzel erhélt man durch Multiplizieren und Koeffizientenvergleich

1
”Y(t)” =t— EKspan(v,w) (x)tg + O(t?’)'

O

Bemerkung. Da fiir den flachen Raum R = 0 gilt, folgt in diesem Fall aus Y =
“R(Y,7)y =0Y(t) =1tPy,,(v) und damit [Y'(t)[| =t¢.

\Y K=0

Fiir die gekriimmten Félle gilt:

1
||Y(t)|| =t— ngpan(v,w) (aj)t3 +0(t3)

Abweichung vom flachen Verhalten

1. a = Kypan(ww)(z) < 0. Dann ist ||V (t)[| =t + |a[t®> monoton wachsend. In diesem
Fall laufen die Geodéten auseinander.

2. a = Kypan(v,w) > 0. Dann hat [|[Y'(2)]] =t — |at® ein lokales Maximum. In diesem
Fall laufen die Geodéiten zusammen.
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Satz 3.81. Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,1] — M eine auf
Bogenlinge parametrisierte Geoddte. Sei V : [0,1] X (—e,e) — M eine Variation von -y
mit dem Variationsvektorfeld Y = %—Z(',O). Bezeichne L : (—e,e) — R die Linge der
variierenden Kurven

Dann gilt fiir die 1. und 2. Variation von L:

L'0) = (Y(1),7' (1) - (¥(0),7(0))

l
20 = [(IP0F - RE A D))+ (35007 0) ~ (35 0.0.70) .
0

ds 0s

S S

wobei Y die Normalprojektion des Variationsvektorfeldes Y ist:
Y=Y —(Y,7)y.

(Sind die Randkurven s — V(0,s) und s — V(l,s) Geoddten, so fallen die letzten beiden
Summanden von L"(0) weg.)

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Wegen l l
oV oV oV 2
L) = [ |Gt s)ar = [ (G es) Greo) ar
0 0
folgt l
1 Vv oV ov
L,(S):\/i ——(t,S),—(t,S) dt .
J H%—Y(t,s>u<ds o 195 :9)
Wir wissen:

|50 = I =1
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und

Daraus folgt
l l d
/ (1), (£)) dt = / SOV (0,7 ()t = (¥ (1), 1)) — (¥(0),7(0).
0 0

2. Wir leiten die Formel fiir L'(s) nochmals ab und erhalten in s =0

l

o - [l lEE R0 GRun E o)
1 EePROTER YO 1,0),7/(1))

_v
8
{CZZ%‘: fy'(t)>+<Y/(t),Y,(t)>—<Y/(t)77/(t)>2 dt

O\N

=(Y'(t),Y'(t)) (s-u.)

ROV VIV, )>|8_0 <vvav

RS 50 5 T (19), 7 (1) Yamo + (V(0), V(1)

(ROAA YA+ (0 1,0), /(1)) + (V1) ¥/ (1))

S O _

Denn es gilt

und somit

Bemerkungen:
1. Analoge Formeln gelten fiir stiickweise glatte Variationen (werden entlang der
Stiicke summiert)

2. Ist V eine Variation mit festem Endpunkt und festem Anfangspunkt (= eigentliche
Variation)
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so gilt fiir das Variationsvektorfeld Y (0) = Y (I) = 0 und folglich
L'o) =

[
') = /u”|P R(V .o A V)t .
0

Definition. Sei 7y : [0,]] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geodédte und X,Y €
X, (M) Vektorfelder entlang v mit X (0) = X(I) = 0 und Y (0) = Y (I) = 0. Dann heifst
die symmetrische Bilinearform

L(X,Y) = (X, Y" + R(Y, ')y )dt

et °\~
>

l !
Y’>’dt+/ (X', Y")d /R (X, )d
VALY
0 0

(X,Y")|h=0 symm. in X,Y

die Indexform von ~.

Da fiir Vektorfelder Y € X, (M) gilt

YY) = (YY) - (Y

erhdlt man folgende Beziehung zwischen der Indexform von ~ und der 2. Variation der
Bogenlédnge:
Satz 3.82. Sei v : [0,I]] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geoddte und Y €
X, (M) ein Vektorfeld mit Y (0) =Y (I) =0 und Y L ~'. Dann definiert Y die eigentliche
Variation V : [0,1] X (—¢,e) = M
V(t,8) == expyy (sY (1))
mit dem Variationsvektorfeld Y. Fiir die Indexform gilt
l
L) = [ (VP =R )
0
= L"(0)

wobei L(s) =1V (-,s)).
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Wir erhalten nun die folgende Aussage iiber die Linge von Geodéten, auf denen ein
konjugierter Punkt liegt:

Satz 3.83. Seiy : [0,l] — M eine auf Bogenldnge parametrisierte Geoddte und v(0) = x.
Sei tg € (0,1) und y(to) konjugiert zu v(0) = = entlang vy. Dann existiert eine eigentliche
Variation V von v so dass

L(V;) < L(y) Vs € (—¢,e)\{0}

VS

A Vi(0):=V(t,s)
” ¥ O

X

Insbesondere ist v nicht minimierend zwischen x und y.

Beweis. ~(tp) ist konjugiert zu x entlang ~. Folglich existiert ein nicht verschwindendes
Jacobifeld Y € X, (M) mit Y(0) = 0 und Y (¢¢) = 0. Nach Satz 3.77 ist dann Y L 4/ und
Y'(to) # 0, da sonst Y = 0. Bezeichne nun Z, € X, (M) die Parallelverschiebung von
—Y'(to) entlang v und 6 € C*°([0,1]) eine Funktion mit #(0) = (1) = 0, 0(ty) = 1. Wir
betrachten das Vektorfeld Z € X, (M) definiert durch Z(t) := 6(t) - Zo(t). Dafiir gilt

Z0)=2Z1)=0 , Z(ty)=-Y(to) .
Fir a € R setzen wir

[ Y() +aZ(t) te0,t]
Yo(t) := { a- Z(t) te [to7?]

Y, ist stetig und stiickweise C*°. Auferdem gilt Y,,(0) = Y, (I) = 0. Benutzt man Y 1L +/
und (Y'(t0), 7' (t0)) = L((Y'(t),7(t)))]t=0 = 0, so folgt aus der Definition von Z, dass
Y, L +". Sei nun V, die durch Y, definierte stiickweise glatte Variation

Va(t, s) = expy ) (s - Ya(t)).
Nach Satz 3.80 und 3.81 gilt fiir die Bogenlange L, (s) = [(V,(-, s))

LL0) = 0
LI0) = I,(Ya,Ya) .
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Nach Definition von I, (Yy, Ys) gilt I, (Yo, Ys) = It + I + I3, wobei

to

B o= Ly () = = [0 Y4 R )
0 0, da Y Jacobifeld
Ig = I“/|[0,t0] (CMZ, Y) + IW‘[O,tO] (K aZ)
to to
N / (ZY" + RY,A V)t — o / (V. 2" 4 R(Z,A ) )t
0 0

Eine kurze Zwischenrechnung liefert:
(ZY) -, Z2) =(Z'\Y)+(Z2Y") - (Y, Z') = (V. Z") + R(Y,7 7. Z) - R(Z,7,7.Y)
=(Z,Y" + R(Y,7)y) = (V. 2" + R(Z,7")).
Damit formt man I» weiter um zu
to to
L = —% / (Z,Y" + RV, )Y )t + a / (Z.Y"y — (Y, Z'Y)dt
0 0.day Jacobiteld 0
= a({Z(to),Y'(to)) — (Y(to), Z'(t0)))
= afY'(t)]*.
Iy = IL(aZ,aZ)=a*1,(2,7).
Dann gilt fiir die Variation der Bogenlénge
LL(0) = 0
LI0) = L(Ya,Ya) = a2L,(Z,2) — al|Y"(t0)
= —a(lY(t)I? - aL,(Z, 7).
Ist o hinreichend klein, so ist ||Y”(t9)| — ol (Z,Z) > 0, also L(0) < 0. Fiir diese « ist
Vg eine Variation von +, fiir die [(7y) ein striktes lokales Maximum von L(V,(-,s)) ist.
Also gilt
L(V,(,8)) < L(y) Vs e (—e,¢)\{0}.
O

Satz 3.84. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien «,6 : [a,b] — M zwei
verschiedene gleichlange Geoddten, die zwei Punkte x und y verbinden.

$(b-€)

X =y(a)
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Dann ist v : [a,b+ €] — M nicht minimierend (fir beliebige € > 0).

Beweis. Sei € > 0 und bezeichne ¢ : [a,b+ €] — M die Kurve

Sei U(y) konvexe Umgebung und ¢ € (0,¢) so klein, dass ¢(b —&’), (b + €') € U(y).
Da U konvex ist, existiert eine minimierende Geodite 1 von ¢(b —&’) nach ¢(b+€’). Da
¢ in ¢(b) eine “Ecke” hat, ist @|j_o p4e nicht geodétisch, also auch nicht minimierend
zwischen ¢(b —¢’) und ¢(b+€’) = (b + €’). Folglich gilt

l(¢[b—5’,b+8’]) > d(¢(b - 5/)’ qb(b + 6,))'

Folglich existiert eine Kurve zwischen z = 7(a) und z = (b + ¢’), die kiirzer ist als

Oliap+e- Dal(0]ja,5) = Ul [a,p) = 1(V]ap) und @b prer) = VIppter), existiert eine Kurve
von z nach z, die kiirzer ist als [(q y4./]- Folglich ist 7[( 4. nicht minimierend zwischen
2 und z. O

Schnittorte in vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden sei (M, g) eine vollstéindige zusammenhéngende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, x € M und exp, : T, M — M die Exponentialabbildung. Wir wollen nun den
Diffeomorphiebereich von exp, studieren. Nach dem Satz von Hopf und Rinow ist es
surjektiv. Was kann also verhindern, dass exp,, ein Diffeomorphismus ist?

1. exp, ist nicht injektiv, d.h. 2 verschiedene Geodéten treffen sich.
2. dexp, ist in einem v in T, M ausgeartet, d.h. nicht injektiv.

Sei darum

C(z) := {y € M]es existieren 2 verschiedene minimierende Geodéten von x nach y

oder y ist zu z konjugiert entlang einer Geodaten}.

Die Sitze 3.83 und 3.84 besagen, dass aus y € C(z) fiir v € exp, (y) und ¢ > 0 folgt,
dass Yu[0,14) nicht minimierend ist.

Sei v € T,M und v, : R — M die eindeutig bestimmte Geodédte mit v,(0) = = und
~,,(0) = v. Bezeichne

Jy:={t € R>p | 7, ist minimierend auf [0,¢]}.

Dann gilt:
e ty € J, = [0,tg] C J, (Dreiecksungleichung)
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e J, ist abgeschlossen:

Seien t, € J, und konvergiere ¢, — ¢t € R. Dann gilt
d(Yo(tn), @) = tn - [|v]] = ¢ - [|v]]
und da d stetig ist, folgt
d(p(t), x) =t - [lvll = I(wlo,n);
d.h. t € J,.

Sei nun p(v) = supJ, < oo, d.h. J, = [0, p(v)]. Dann gilt:
e p(v) ist der grofte Parameter ¢, fiir den [ 4 noch minimierend ist.
o p(v) =Ap(Av) VAER, dayn(t) =7(N).
e p:{veT,M||v|| =1} — R ist stetig und von unten beschrinkt durch ¢ > 0
(sieche Kobayashi / Nomizu, Teil II, S. 98).

Wir betrachten nun die offene Menge U, C T, M

Uy :={t-v|veT,Mv|]|=10<t<p)}.

PV

pw)w

Nach Umnormierung kann man U, auch in der folgenden Form schreiben
w
I

Us = {w e ToM | [ <p(—)}

[Jw
= {weT,M|1<pw)}

= {w € T, M | es existiert ein € > 0, so dass 'yw|[071+8] minimierend ist} .
Definition. Die Menge
Cut(z) = exp,(0U:) = {w(p(v))| ve T M, |v]| =1}
heifst der Schnittort von «.

Satz 3.85. Sei (M, g) eine zusammenhdangende vollstandige Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Dann gilt fir jedes x € M :
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1. M = exp,(U;)U Cut(z)
2. exp, : Uy — M\Cut(z) ist ein Diffeomorphismus.
3. Cut(x) = C(x). Insbesondere gilt:

z € Cut(y) & y € Cut(x).

Bewers. Zu den einzelnen Punkten:

1.

a)

Behauptung: M = exp,(U,) U exp, (U, ):

Sei y € M. Dann existiert nach dem Satz von Hopf und Rinow eine Geodite
~v von x nach y und d(z,y) = I(y). Sei v : [0,1] = M,~v(0) = z,v(1) =y
und bezeichne v := +/(0). Dann ist p(v) > 1, also v € U, U U, und somit
y € exp,(Uz) Uexp, (0Uy).

Insbesondere ist exp,, : U, — M\ Cut(x) surjektiv.

exp, (U,) Nexp,(0U,) = 0:

Sei y € exp,, (Uz)NCut(z). Day € exp,(Uy), existiert eine Geoddte v : R — M
mit y(0) = z,v(l) = y und v|[g ;4] ist minimierend fiir ein & > 0.

Da y € Cut(z) = exp,(0U,), existiert eine Geodédte 6 mit 6(0) = z und

0(b) = y, die bis b minimierend ist und danach nicht mehr. Dann miissen die
Geodéten v und ¢ verschieden sein.

Ux

Dann kann aber - nicht minimierend auf [0,[+ €] sein (Satz 3.84). Dies ist ein
Widerspruch, d.h. M = exp,(U,)U Cut(z) ist eine disjunkte Vereinigung.

2. Wir zeigen, dass exp, : U, — M\ Cut(z) ein Diffeomorphismus ist:

3.

a)
b)

Nach Satz 3.84 und der Definition von U, ist exp, : U, — Cut(z) injektiv. Nach
Satz 3.83 gilt: Ist v € U,, so sind x und exp,(v) = y nicht zueinander konjugiert
entlang 7,(t) = exp,(tv). Nach Satz 3.78 ist dann (dexp,), : T,(TxM) — T,M
ein Isomorphismus, also ein lokaler Diffeomorphismus. Da exp,, : U, — M\ Cut(x)
auch bijektiv ist, ist exp, : U, — M\ Cut(z) ein Diffeomorphismus.

C(z) C Cut(z) folgt aus den Sétzen 3.83 und 3.84.

Cut(xz) C C(x): Angenommen y € Cut(z) \ C(z). Dann gibt es genau eine
minimierende Geodite von x nach y und (dexp,), ist fiir alle v € exp, !(y)
ein Isomorphismus und nach dem Satz vom lokalen Diffeomorphismus gibt es
Umgebungen U (v) und U(y), fiir die exp, : U(v) — U(y) diffeomorph ist. y €
Cut(xr) = p(v)=1 = ~()ljo14e ist fiir ¢ > 0 nicht minimierend.
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Sei {t;|i € N} C (1,2) eine Folge mit ¢; \, 1 und p; := v(¢;). Nach dem Satz
von Hopf-Rinow gibt es minimierende Geodéten +,, mit v; € T, M von z nach
Di.

v; ¢ U(v), da (exp, \U(U))_l(pi) = t;v, d.h. die minimierende Geodéte wére .

[vill = d(z,pi) = d(z,y) = [Jv].
Weil cl K(0,2||v||) € T, M kompakt ist, existiert eine Teilfolge v;, , die gegen

ein 0 ¢ U(v) konvergiert. exp, ist stetig, also konvergiert auch {p; |k € N}
gegen exp,(0). {p;, |k € N} konvergiert aber als Teilfolge von {p;|i € N} auch
gegen y, d.h. exp,(0) = exp,(v). Es ist aber auch I(v,) = ||v|]| = ||9]| =
[(v5), d.h. 7, und ~5 sind verschiedene minimierende Geodéten von x nach y.
Widerspruch. Es muss also Cut(z) \ C(x) = 0 gelten.

0

Wir haben also einen Diffeomorphismus exp,, : U, — M\ Cut(z) und fiir den Schnittort
Cut(z) gilt

Cut(xz) = {y € M| es existiert eine minimale Geodéte von x nach y, die danach nicht

mehr minimierend ist.}
Definition. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heifst
Tinj(2) = d(z, Cut(x))
Injektivitdtsradius von (M, g) in z € M.
rin (M) = inf rinj()

heifst Injektivitétsradius von (M, g).

Nach Definition von Cut(zx) gilt dann
BTinj(w) (aj) = epr(K(O, T'inj (aj))

ist die maximale geoddtische Kugel um x, auf der exp, ein Diffeomorphismus ist.



4 Krimmung und Topologie - Einige
Beispiele

4.1 Der Satz von Gauls - Bonnet

Aus der Differentialtopologie ist bekannt:

1. Jede glatte orientierbare zsh. 2-dim. MF M? ist triangulierbar, d.h vollstindig durch
ein Netz von “Dreiecken” zu iiberdecken. (“Dreieck” bedeutet diffeomorph zu einem
Dreieck).

2. Sei eine Triangulierung einer kompakten MF M? fixiert und bezeichne

e ¢g =Anzahl der Ecken
e ¢; —=Anzahl der Kanten
e ¢9 =Anzahl der Dreiecke.
Daraus definieren wir die Eulersche Charakteristik

2
X(M) :=eg—er+ep =Y (—1) dimp Hjp(M)
=0

X (M) ist eine topologische Invariante.

3. Ist M? zusammenhingend, kompakt und orientiert, dann ist M2 homdomorph zu

M? = SPH T4 H#T? = F,,

p-mal

wobei x (M?) =2 (1 — p). Die Zahl p heift “Geschlecht” von M?.
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p=2

Ziel: (Gauf-Bonnet) Sei M? kompakt, orientierbar und zusammenhiingend mit Riemann-
scher Metrik und Schnittkriimmung! K € C* (M). Dann gilt

——

Unabhéngig von g!

/KdM: 2rx (M) =4rn(1—p).
M

N—_——

Totalkriim.
Folgerungen:
e M? ist diffeomorph zu S? (p=0) < [ KdM >0
M
e M? ist diffeomorph zu T? (p=1) <= [KdM =0
M

e M? ist diffeomorph zu F, (p > 1) & [ K dM < 0.
M

Im folgenden sei (M, g) stets eine kompakte, orientierte und zsh. Riemannsche MF der
Dimension 2. Mit V bezeichnen wir ihren Levi-Civita-Zsh. Sei v : I € R — M? eine
auf Bogenlinge parametrisierte Kurve auf M?2. Dann sei

e 7 (t) := ' (t) der Tangentialvektor von ~, und
e n(t) =Dz (7(1) € T, M? der Normalenvektor von 7 (£).

Dabei bezeichne D, eine Drehung in positive Richtung, sodass
(7 (t) .n (1)) € Or .

Wir betrachten das VF vd—zl € X, (M) entlang v. Da g(v/,') = 1, folgt

vy

N=0
dt,v) ,

g(

d.h. vd—zl (t) und n (t) sind parallele Vektoren. Folglich existiert eine Funktion
kg: I —R

mit

L —ky () n(t).

lsiehe dazu die Definition auf Seite 175
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Definition. k, (¢) heifst geodétische Kriimmung von

v I — M?
im Parameter ¢.
Bemerkung. Offensichtlich gilt

/

Vv

v ist eine Geodite < =0 kg =0.

Satz 4.1. Lokale Version von Gaufl-Bonnet. Sei U C M? cine offene Teilmenge, so
dass cl (U) diffeomorph zu einer Kreisscheibe in einem Kartenbereich von M? ist. Dann

gilt
1
/KdM+/kg:27r mit /kg::/kg(t)dt,
U oUu oUu 0

wober ky die Krimmung der auf Bogenlinge parametrisierten Parametrisierung
v [0,1] — OU
ist, bei der v der auf OU induzierten Orientierung entspricht.

Beweis. Sei U C M? eine 2-dim. Untermannigfaltigkeit mit Rand oU = S*.

C oy
7(0)

U

Auf dem Kartenbereich U existieren globale Vektorfelder X1, X € X(U), sodass (X (x), X2 (2))
eine positiv-orientierte ONB in 7T,U bilden.

1. Wir betrachten die 1-Form w € Q'(U)
w:=g (X1, VXy)

Behauptung: dw = K dM |y

Da (X1, X>) eine positiv-orientierte ONB ist, geniigt es zu zeigen, dass

dw (Xl,XQ) =K.
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Es gilt nun
do (X1, X2) = X1 (@(Xa)) = Xa (@ (X1)) = w ([X1, Xa])
= Xi(9(X1,Vx, X2) — X2 (9 (X1, Vx, X2)))
—9 (X1, Vix;,x,) X2)
= g leXlavX2X2) +g(X17vX1VX2X2)
-9 (Vx,X1,Vx,X2) — 9 (X1, Vx,Vx, Xo)
-9 (Xl? V[Xl,XﬂX?)
=g (Xh (lesz —Vx,Vx, — v[X17X2]) XQ)
+9 (Vx, X1, Vx, X2) — 9 (Vx, X1, Vx, Xo)
= R(X1,X2,X2,X1)+9(Vx, X1, Vx, X2) — 9 (Vx, X1, Vx, Xo)
K
Da g (X;, X;) = 1 folgt
e VxX; L X fiir alle X und
o VxXo L X, fiir alle X.
Damit ist dann
VXXl = a(X) X2 und VXXQ = b(X) Xl.
Wir erhalten also
g (VX1X17 VXQXQ) =a (Xl) : b (XQ) - g (X27Xl) = 0
und
g (VXQXl, VX1X2) =a (XQ) . b(Xl) g (XQ,Xl) =0.
Die Behauptung wire damit gezeigt.
2. Aus dem Satz von Stokes folgt nun

Behauptung:

Sei v : [0,1] — QU eine auf Bogenlidnge parametrisierte Parametrisierung von oU,
entsprechend der induzierten Orientierung auf OU. ( D.h. (OU\«y (0),~y™ ') ist eine
Karte von 0U. )

Sei X; € X, (M) das Vektorfeld



4.1 Der Satz von Gauft - Bonnet 253

und (7 (t),u (t)) die Tangenten- und Normalvektoren in v ().
Sei weiterhin ¢ (t) := £ (X3 (¢),7 (t)), dann ist

()-=(z 2)(0) »

Drehung um ¢

Da 7 eine Parametrisierung von 90U \~y (0) ist, ist mit % =+ (t)=71(t)

[o=[s(&)a=[orera
0 0

ou

Weiterhin ist

w( (1) = g(X1,VypXa)
= cosp(t)-g(T(t),VymXz) —sine(t)-g(n,V,yXs)

und
VyXy = Vy(sing(t) 7(t)+cosp(t) n(t))
= cos(t)- ¢ (t)T(t) +sinp(t)- vdz
—sing (t) - ¢’ (t) -n(t) + cosp (t) - th(t)
bzw.
W (1) = o) (1) +cosp(t)-sing (D) g <v’(t), ZZ)
—cos” () - g <7’(t), vzt(t)>
—sin?¢(t)-g <n(t), %) + (sin2 © (t)) o (t)
—cosp(t)-sing(t) g <n (t), th(t)>
Da aber
c gn®n)=1 = g =0
« g, T () =0 = g(m ) +g(TEr) =0
cg(Y (W)Y ®)=1 = g0+, G)=0
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und nach Definition Vd—f = kq (t) -n(t), folgt

w (Y (1) = ¢ (t) — kg (1)

Setzen wir dies in (*#) ein, dann erhalten wir

/w:

ou

w (' (t)) dt

S O _

l
o (t) dt — / kg (t) dt
0

0 -e)- [k,
oU

Da 0U eine einfach geschlossene Kurve ist, gilt fiir den Winkel

I
s

(0 (1) = (0)) = 2m,
womit die Behauptung bewiesen wére.

/KdM+/kg:27r.
U

oUu

Insgesamt ist also

0

Satz 4.2. Gaufl-Bonnet fiir n-Ecke. Sei U C M? offen und U liege in einem Kar-
tengebiet von M? und sei diffeomorph zu einem N-Eck. Seien f5; die Innenwinkel und
bezeichne

o =7 —

dann gilt

/KdM+/kg—|—Za¢:27r
U U =1
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Beweis. Sei U.eine “gegléttete” Umgebung von U:

UcU.cU U. ist diffeomorph zu einem Kreis D?

Dieses U bekommt man, indem man einen Kreisbogen um p; vom Radius e (bzgl. d)
und orthogonale Geodaten der Lénge € auf die ~; legt. Auf dieses U wenden wir nun

Satz 4.1 an und erhalten
/KdM+/kg:27r.
Ue

OUe

Aus der Stetigkeit des Lebesgue-Mafses folgt dann fiir den Grenzwert

U. U
Des weiteren ist
n n
/ kg = kg +> / kg
U i=1 5 i=1 e
—— ——

parallele Randstcke Kreisbogenabschnitte
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Da (fyf)l — 7/ und n{ — n; fir e — 0, so geht auch k:gf — k4 und damit ist

%Z/kgzzlg% k:g:/k:g:/k:
Z’yie v V5 Yi ou

Wie in Satz 4.1 Fiir die Kreisbogen gilt
(xx) L

/k:g:/go’(t) dt—/w
ds 0 ds
(%)
Dabei ist

(0,05 (1) = £ (1.55) (0
(

g

)

Fiithrt man nun den Grenziibergang ¢ — 0 durch, dann erhilt man

a;(€) — Z(v,v2) = oy

/w—>0,

ds

7

und
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da df sich zu einem Punkt zusammen zieht. Insgesamt ergibt dies dann

n
i k.= [ k ;
iy [ b= [+ Do
oU. U =1

und dies verifiziert die Behauptung. O

Folgerung. Winkelsumme in Geoddtischen Dreiecken

Sei (M 2, g) eine 2-dim. RMF und A C M eine geodétisches Dreieck, d.h A ist diffeom.
zu einem Dreieck und seine Kanten bestehen aus Geodéaten.

Seien weiterhin 1, B2 und f3 die Innenwinkel von A, dann gilt

51+52+,83=w+/KdM.
A

Insbesondere ist dann
1. Fir

e K =0 die Innenwinkelsumme > 3; =,
e K < 0 die Innenwinkelsumme ) 3; < 7 und fiir
e K > 0 die Innenwinkelsumme > 3; > 7.

Dies gilt fiir beliebige Geodétische Dreiecke.
2. Sei K = K\, dann ist
Y Bi=m+ Ko Vol (D),

d.h. die Innenwinkelsumme héngt vom Volumen ab!

Modelle fiir Geometrien?

Sei (M 2, g) eine einfach-zsh. RMF.

1. Die Euklidische Geometrie K=0

Im R? mit dem Standardskalarprodukt sind die Geoditen die Geraden, ein geodé-
tisches Dreieck hat folgende Gestalt:

(5>

B1 B2

%sieche hierzu auch die Betrachtungen auf Seite 205
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Fiir die Innenwinkel gilt nun wie zu erwarten

Zﬂizw-

2. Die Sphirische Geometrie K=1

Hier sind die Geodéten gerade die Grofikreise.

Die Innenwinkelsumme ist also
Zﬁi =7+ Vol (A) > .

3. Die Hyperbolische Geometrie K=-1
Die geodétischen Dreiecke haben hier die Gestalt:

Fiir die Innenwinkelsumme ergibt sich deshalb

Zﬁizw—Vol(A)<7r.

Der Beweis des Satzes von Gauli-Bonnet

Satz 4.3. Gaufl-Bonnet. Sei (M2,g) eine kompakte, orientierte, 2-dim. RMF mit
Schnittkrimmung K, dann gilt

/KszQﬂx(M)
M



4.1 Der Satz von Gauft - Bonnet 259

Beweis. Wir triangulieren M (zerlegen es in Dreiecke A\ ;). Dann gilt

/KdM Z/Kd]\/[
M I A

3
Satz 4.2 Z _/kg+<25i(Aj)> -
_ i=1

J oA,

(Wir wéhlen die A; so, dass clA; in einem Kartenbereich liegt.) In der Triangulierung
tritt jede Kante in genau 2 Dreiecken mit jeweils entgegengesetzter Orientierung auf.

Nach Definition von kg ist dann mit 4 (¢) ==~y (I — k) =~

kj(t)=—k] (1—1),

(Beim ' und n’ &ndert sich nur das Vorzeichen.) Es folgt also

l

l
_ 5 N RN P
/kg /k‘g (s) ds /k‘g l—s| ds
-T 0

0 t
0

l
/k;(t) dt:—/k;(t) dt
0

l

.
r

Z/kgzo.

ANYN

I
_|_

und damit ist

Wir betrachten nun die Innenwinkelsummen:
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VA
o

In jeder Ecke ist die Summe der anliegenden Innenwinkel der Dreiecke gleich 27, sodass
3

ZZ’BZ (A]) =27 - €o,

joi=1
und deshalb
/KdM:QW-eo—eg-w.
M

Nun hat jedes Dreieck 3 Kanten. Da aber jede Kante jeweils in 2 Dreiecken vorkommt,
gilt fiir die Anzahl der Kanten e;

€1 =

3 .
9

Es ergibt sich nun

/KdM = 2m-eg—ey-m=2m-eg+2-€e0-m—3- €271
M

= 27T(€0—61+62)
27T-X(M2).

4.2 Lokale Isometrien und semi-Riem. Uberlagerungen

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Uberlagerung von M ist ein Tripel
(M, , M) aus folgenden Objekten

1. M ist eine glatte MF.
2. m: M —> M ist eine C*°-Abbildung.
3. Fiir jeden Punkt x € M existiert eine offene, zsh. Umgebung U (x) C M, sodass

=~ (U) = Ui,
el
wobei U; C M offene und paarweise disjunkte Mengen sind, fiir die
g, U — U

ein Diffeomorphismus ist.
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Fiir zsh. MF ist [ fiir alle x € M gleich. Die Umgebung U (z) heifst korrekt tiberlagerte Umgebung,
die U; heiflen Blétter iiber U. Die Mannigfaltigkeit M heift Basis(raum), die Mannigfal-

tigkeit M Totalraum und die Abbildung 7 Projektion der Uberlagerung <]Téf/ , M, w).

M SES

&S
T M

Ist die Anzahl der Blatter endlich, so spricht man von einer endlichen Uberlagerung. Ist
M selbst korrekt iiberlagert, dann heiftt 7 : M — M trivial.

Bemerkung. Oft zeichnet man in (]Tj , M, 7r) einen Basispunkt aus: Sei g € M und

T € 1 (wp), so schreibt man auch
T (M,QNZ‘()) — (M,aj‘o)

als Uberlagerung.

Beispiel 4.4. Uberlagerungen
1. Uberlagerung der S'
Die Abbildung

exp: R — StccC

liefert eine Uberlagerung der S!.
2. Uberlagerung der S*
Die Abbildung

pp:StcC — Slcc
z — 2"

liefert eine n-fache Uberlagerung der S*.



262 4 Kriimmung und Topologie - Einige Beispiele

3. Uberlagerung des RP" durch die S”
Hierzu verweisen wir auch auf das Bsp. 1.3.
Die Abbildung

T: 5" — RPn:Sn/{ild}
x = Az,—z}
liefert eine Uberlagerung von RP".

4. Allgemein

Sei I' eine Gruppe von Diffeomorphismen die eigentlich diskontinuierlich wirkt, d.h.
fiir jeden Punkt x € M existiert eine Umgebung U (z), sodass

Ux)Nng-U(x)=10 Vg # eausT.

Dann ist
m: M — M/t

eine Uberlagerung.

Uberlagerungen werden topologisch durch die Fundamentalgruppe 71 (M) klassifiziert.?

Eigenschaften von Uberlagerungen

Definition. Seien o,w : [0,1] — M zwei stetige Wege mit o (0) = w(0) = x und
0 (1) =w (1) = y. Dann heifen ¢ und whomotop bzgl. {0,1}, (0 ~ w bzgl. {0,1}), falls
es eine stetige Abbildung

H :[0,1] x[0,1]] — M

gibt, fiir die H (t,0) = w(t), H(t,1) = o (t), H(0,s) = x und H (1,s) = y erfiillt ist.
Die Abbildung H heifit Homotopie von ¢ und w.

Mit
[w] :={o € Q(z,y)| o ~w bzgl.{0,1}}
bezeichnen wir die Homotopieklasse von w. Die Menge

71 (M, z) := {Menge der Homotopieklassen von geschlossenen Wegen }

hat beziiglich der Operation

x:m (M,x) xm (M,z) — m (M,x),
w]*[o] — [w*o0]
wobei
- w(2t) firo<t<i
(Wxo) () = {J(Zt—l) fﬁr%gtgi ’

eine Gruppenstruktur.

3siehe Vorlesung “Algebraische Topologie”
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Definition. 7 (M, x) heift Fundamentalgruppe von (M) in x

Hochhebung von Wegen .
Ist (M, M, ) eine Uberlagerung und & € M. Sei

y: I — M
eine glatte Kurve mit v (0) = 7 (Z). Dann existiert genau eine C'°°-Kurve
v: I — M

mit 4(0) =2 und oy = .
Homotopiehebungseigenschaft
Ist F': M — N eine stetige Abbildung, so induziert sie einen Gruppenhomomorphismus

F,: m(Mzx) — m(N,F(x))
Wl — [Fou]

Ist (M , M, ) eine Uberlagerung, dann ist , injektiv.
Definition. Sei 7 : (M, To) — (M, ) eine Uberlagerung, dann heifit
(1 (M, Zo)) C 1 (M, )

die Charakteristische Untergruppe einer Uberlagerung. Wir bezeichnen sie mit G(M ,Z0)

Klassifikationssatz

Definition. Sei M eine zusammenhingende glatte MF. Zwei Uberlagerungen heiffen
dquivalent, falls ein Diffeomorphismus

F:M1—>M2

existiert, sodass
moF =m

Nun existiert eine Bijektion

Aqq}valenzklassen Konjugationsklassen
von Uberlagerungen
= von Untergruppen
m: E— M, H C w1 (M, o)
E zsh. P

wobel

(E,M,7) — H:=m,(m (E,ep)) mit eg € T (7o)
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und
Hcm(M,xg) — E:=Q(Mx0)/~p
Seien hierbei w; und we zwei Wege aus Q) (M, zg), dann setzen wir
w1 ~g wy — wi (1) =ws (1) und [wl *w;l] € H.
Als Projektion nimmt man

— M.
W — w(1)

Es gelten die folgenden beiden Satze:
1. Eindeutigkeitssatz

Zwischen 2 zusammenhingenden Uberlagerungen (E1, e1) und (Es, es) von (M, zq)
existiert genau dann ein Basispunkt erhaltender Diffeomorphismus f mit 71 = meo f
E; und Es sind dquivalent), wenn sie die gleichen charakteristischen Untergruppen
haben, d.h.

G(El, 61) = G(EQ, 62) C 7T1(M, :L‘(]).

2. Emistenzsatz
Ist M eine zsh. MF und G C 7 (M, xg), dann gibt es eine zsh. Uberlagerung
(E,M,7) mit G(E,ep) =G.

Universelle Uberlagerung

Definition. Eine zsh MF M heift einfach-zusammenhéngend falls 71 (M) = 1. Eine
Uberlagerung (M, M, ) heift universell , falls M einfach-zsh. ist. Sei (M, M, ) eine
Uberlagerung. Eine Decktransformation ist ein Automorphismus

¢ € Aut(M) C Dif f(M),

der die Fasern respektiert, d.h. es gilt m o ¢ = 7. Die Gruppe der Decktransformationen
bezeichnen wir mit Deck (7).

Jede zusammenhéngende Mannigfaltigkeit M besitzt eine bis auf dquivalenz eindeutig
bestimmte universelle Uberlagerung M. Die Fasern der Uberlagerung sind mit 7y (M, x)
zu identifizieren:

1. Wir zeigen 1 (M, x0) = 71 (xp).

Sei [w] € m (M, xz0) und @, : [ — M ein Lift von w mit We, (0) = €p.
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€0

=

Dann ist die Abbildung
7 (M,29) — 7' (20)
W] > @e (1)
eine Bijektion.
2. Wir zeigen Deck (7) & m (M, Zo)
Wir wollen nun eine Wirkung von (M, xo) auf M realisieren, die die Fasern

respektiert. Sei dazu [w] € w1 (M, z¢) fixiert, und v € 71 (z) C M beliebig mit.
Da M zusammenhéngend und damit auch wegzsh. ist, existiert ein Weg

v:[0,1] — M

mit v (0) = zp und v (1) = =.

yxoxy(1)

pa—_"

<’Y\'m
Zo

(o2

Damit ist

m (M, x9) X M — M

([o],v) +— [o]-v :i=yxoxy~ (1)
eine fasertreue Wirkung. Wir identifizieren nun [o] € m (M, z0) nach 1. mit v =
(1) € 71 (x9). Da
G(M,u) = G(M, &) = mu(m1 (M, Z9)) = m, (1) = 1,

existiert nach dem Eindeutigkeitssatz* eine Decktransformation fio) mit f (Zo) = u.
Sei andererseits f € Deck (m), dann betrachten wir f(Zg) € 7! (z0). Nach 1.
entspricht dies einem [o] aus 71 (M, xg).

4gie Fakt 3 auf Seite 263
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Wir haben also
Deck (m) = 7y (M, z0) = 7! ()

Dariiber hinaus wirkt Deck () eigentlich diskontinuierlich auf M , mit Bsp 4.4.4 ist damit
(M, M /r, p) eine iiberlagern. Insbesondere ist damit M /r eine MF. Die Projektion 7 :
M — M liefert dann einen Diffeomorphismus

T M/F — M.
[m] — m(m)
Semi-Riemannsche Uberlagerungen
Definition. Seien (M, g) und (M,g) semi-Riemannsche MF. Eine Abbildung
¢: (M.g) — (M.g)

heift semi-Riemannsche Uberlagerung , falls
° (]Tj , M, ¢) eine Uberlagerung ist, und
e ¢ eine lokale Isometrie, d.h ¢*g = ¢

Als nichstes beweisen wir ein niitzliches Kriterium, das angibt, wann eine lokale Isometrie
eine semi-Riemannsche Uberlagerung ist.

Satz 4.5. Liftungsbedingung. Ist ¢ : (N,h) — (M, g) eine lokale Isometrie mit der
folgenden Eigenschaft: Fir jeden Punkt x € N und jede Geoddite o : [0,1] — M mit
¢ (x) = 0(0), existiert ein Lift ¢ : [0,1] — N mit 5 (0) = x und ¢ o & = o. Dann ist ¢
eine semi-Riemannsche Uberlagerung.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. ¢ ist surjektiv, da es zu je 2 Punkten xz,y € M eine gebrochene Geodéite von x
nach y gibt.

2. Sei U C M eine Normalenumgebung von x € M. Wir zeigen, dass U korrekt
iiberlagert ist

Y2 9

N

do !

¢
Ci Do, Q)
M
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Sei U C T,M sternformig beziiglich 0, und exp, : U — U (z) ein Diffeomorphis-
mus. Wir betrachten einen Punkt y € ¢~ (z) . Nach Vor. ist

doy : TyN — T, M
ein linearer Isomorphismus. Somit ist
U(y) := do, Y (U) C TyN
auch sternférmig bzgl. 0,,.

a) exp, ist auf U (y) definiert
Sei v € U (y) C T,N. Dann ist

b =dp, (v) €U C T,M

und somit existiert eine radiale Geodéte 73 : [0,1] — N mit v; (0) = z und
75 (0) = v. Nach Vor. existiert ein Lift 4 : [0,1] — N mit 4(0) = y und
¢ 04 = ;. Da aber ¢ eine lokale Isometrie ist, ist 4 eine Geodéte von (N, h)
und

dey (7 (0)) = ; (0) = 0.
Damit ist 4 (0) = v und deshalb 4 = 7,. D.h. exp, (v) = 7, (1) existiert.

b) Die Abbildung

expy : U (y) — U (y) := exp, (U (y))
st ein Diffeomorphismus.

i. Nach der Kettenregel und der Definition der Exponentialabbildung gilt

exp, odg, = ¢poexp, : U(y) — U (z) ()
—_——

Dif feo

woraus die Injektivitdt bzw. die Bijektivitét von exp, : U(y) — U(y)
folgt.

ii. Differenziert man (x), dann sieht man, dass aus

d (exPy) 4, )(0) (Aby), = ddr, (1) (dexpy),

IsomYvelU

auch Isomorphie von
(dexp,), : T, (TyN) — T, )N

folgt, sodass expy- ein lokaler Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist dann
auch B
expy : U(y) — U(y)
——
sternf.

ein Diffeomorphismus.
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Wir haben also gezeigt, das U (y) eine Normalenumgebung von y in (N, h) ist.
Zudem ist nun ¢ : U (y) — U (z) ein Diffeomorphismus, denn

¢ = exp, od¢, o exp;1 .

c¢) Es bleibt zu zeigen, dass sich ¢—! (U) in die Normalenumgebungen

{Uw)yeo " (x)}

blattert, d.h.

1.

ii.

o) =J{Uwlyes ()}
Seien y1 # y2 aus ¢~ (x). Dann ist U(y1) NU(y2) = 0.

Angenommen z ist ein Element der Schnittmenge. Seien o; : [0,1] — N
die radialen Geodéten von z nach y;. Dann sind

(pooy):[0,1] — U ()

radiale Geoddten von x nach ¢ (z). Da U (z) eine Normalenumgebung ist,
folgt ¢(o1) = ¢(02) sodass

d¢- (01 (0)) = do. (0 (0)) ,

Und da d¢ nach Voraussetzung ein Isomorphismus ist, folgt jedoch

03(0)205(0):01502:>y1:y2.

Widerspruch!
Sei z € ¢~ (x). Dann ezistiert ein y; € ¢ (x) mit z € U(y;)

Dazu betrachten wir die Geodate
0:[0,1] —U(z)c M

mit ¢ (0) = z und o (1) = ¢(z). (o (t) = exp, (¢ exp;' (¢ (z)))). Nach
Vor. ex. ein Lift  : [0,1] — N und 6 (1) = z. Dann betrachten wir

y=35(0)€¢ " (z).

Damit ist & ([0,1]) € U (y).
0

Satz 4.6. Sei ¢ : (N,h) — (M, g) eine surjektive lokale Isometrie und M zsh. Dann
ist (N, h) genau dann geoddtische vollstandig, wenn (M, g) geoddtisch vollstandig ist und
(N, M, ¢) eine Uberlagerung ist.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
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1. Sei (N, M, ¢) eine Uberlagerung und (M, g) geoditisch vollstindig. Dann ist (N, h)
geoddtisch vollstindig.

Sei x € N und v € T, N. Bezeichne v : R — M die maximale Geodéte mit v (0) =
¢ (z)und 4/ (0) = d¢, (v). Da ¢ eine Uberlagerung ist, existiert eine eindeutiger
Lift 4 : R — N mit 4 (0) = z und ¢ o4 = 7. Durch die Isometrie-Eigenschaft von
¢ ist nun auch 4 eine Geodéte, die auf ganz R definiert ist. Daraus folgt dann die
Behauptung.

2. Sei (N,h) vollstindig. Dann ist (M, g) geoddtisch vollstindig und (N, M, ¢) eine
Uberlagerung.

Sei x € M und v € T, M. Wir wihlen ein y € ¢! (z) und betrachten die maximale
Geodite 4 : R — N mit 4 (0) = y und 7' (0) = dqb;l (v). Da ¢ eine lokale Isometrie
ist, ist v := ¢ o 4 eine Geodite. Zudem ist das Liftungskriterium von Satz 4.5
erfiillt ist: Sei o : [0,1] — M eine Geodite in (M, g) mit o (0) = ¢ (y) = x. Sei
v=dg;! (0’ (0)) und v, : R — N die maximale Geodiite in (N, h) mit v, (0) =y
und v, (0) = v. Wegen der Eindeutigkeit der Geodéte ist dann

QSO’YU‘[O,I] =0

also ein geodétischer Lift von o.

Ein Satz von Cartan
Seien (M, g) und (M, §) zwei semi-Riem. Mannigfaltigkeiten und
¢: T,M — ToM

eine lineare Isometrie.

/g\ .
VI

e

—\

Sei U (z) C M eine Normalenumgebung, sodass
¢ (exp; ! (U (x))) € DB (exps) -
Wir betrachten die Abbildung

f:U(x) — M

y +— expzopoexp, (y)
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Wann ist f eine lokale Isometrie? Dies kann man der Kriimmung ansehen! Zuerst einige
Bezeichnungen: Sei y € U (z) und ~ : [0,1] — U (z) die radiale Geodéte von x nach y.
Bezeichne X

0,1 —= U (@) = fU ()

die radiale Geodéte mit 4 (0) = & und 4’ (0) = ¢(+' (0)). Dann ist 4 (¢) = f(y(t)). Sei
Py : TuyM — T, M die Parallelverschiebung entlang v bzgl. des LCZ von (M, g) und
75:, T M — Tf(y)M die Parallelverschiebung entlang 4 in (M, §). Sei weiterhin

Gy TyM  — TyyM
v 754,o¢o77;1 (v)
Dann gilt der
Satz 4.7. Cartan’51. Ist fir alle y € U (z) und v,w,u,7 € T,M
Ry (0,0,u,7) = Ryy) (9y (v) s &y (w) &y (u) , &y (7))

so st R
f:U(x)c M —M

eine lokale Isometrie, d.h.
ffa=y

Beweis. Wir fixieren ein v € T, M. Sei Y € X, (M) ein Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0
und Y (I) = v. Sei weiterhin (e1,...,e,) eine ONB in T, M und (e1 (¢),... e (1)) die
Parallelverschiebung entlang . Wir betrachten das VF Y € X4(M)

Y (1) = gy (Y (1)

1. Y ist ein Jacobifeld entlang
Betrachten dazu die Basisdarstellung von Y (¢):

Y(t) = Zyi(t) e (t)
=1

V() = San(t) e (t)
k=1

Fiir die parallel verschobene ONB (é; (t), ..., é, (t)) definiert durch é; (t) := ¢¢(e; (1))
gilt
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Da Y ein Jacobifeld ist folgt
R (YY) ++"=0

und daraus folgt

0 = o)+ Ryw (eiex €1, €5) yiwpa
i
Vor. S s
=yl () + ) Ry (86, s €1, 65) Yiiy
ki
_ A1 5 A DY A
= 0 = y+R@(Y,7>7—0

Somit ist ¥ ein Jacobifeld entlang 4. Da die Parallelverschiebungen und ¢ Isome-
trien sind, gilt

g (v (1), Y (1) =3 (V1,7 (1)
2. f st eine lokale Isometrie

Zu zeigen ist, dass fiir alle y € U (z) und v € T, M gilt
95w (dfy (v)  dfy (v)) = gy (v,0) .

Sei Y € X, (M) das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0,Y (I) = v und Y (¢) =
¢ (Y (t)). Da

1

g(Y (£),Y (1) = (Y ()Y (1))

gilt es zu zeigen dass )
Y () =df, (Y (I)).
Nach Satz 3.75 gilt fiir das Jacobifeld Y
Y (1) = (dexp;)iy(o) (1-4(0)

Nach Def. von ¢ ist Y (0) = ¢ (Y’ (0)), da

Y0 B 27 (V1)) emo = (00 P (Y (0)lemo
€T M
- (5 0)
Somit folgt
V(1) = (dexps)y s (6((dexp,)h o (dexp,)po (Y (0))
Y (1)
= &, (Y (1)

und f ist eine lokale Isometrie.
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0

Folgerung. Sind (M",g) und (M",§) zwei semi-Riem. MF gleicher Signatur und glei-
cher, konstanter Schnittkriimmung K € R, so sind sie lokal isometrisch.

Beweis. Wir fix. ein z € M und & € M beliebig. Da

sign (gz) = sign (9z)
existiert eine lineare Isometrie

o: T,M —s T;M.
ONB — ONB

Sei nun U eine Normalenumgebung von x und y € U fixiert. Nach Satz 3.38 haben die
Kriimmungstensoren die Gestalt

Ry (v, w,u,7) = K(gy (v,7) - gy (w,u) = gy (v,u) - g (w, 7))

|[|=Verschieb. ~ R VA
TET K (§(0.9) g (@,0) - §(0,8) - (0, 7))
= R r
f(y)(cﬁyA( v), ¢ ( ), ¢ ( D ( )
Aus dem vorherigen Satz folgt dann die Behauptung. O

Fiir eine weitere Anwendung des Satzes von Cartan beschéftigen wir uns mit dem Begriff
der lokal symmetrischen Raume.

Definition. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifst lokal symmetrisch,
wenn der Kriimmungstensor R parallel ist, das heifst

VR =0.
Hierbei ist V der LC-Zusammenhang von (M, g).

Bemerkung:

Es ist dquivalent, ob man in der obigen Definition R als den (4,0)- oder als den (3,1)-
Kriimmungstensor versteht. Die Definition von VR ausgeschrieben bedeutet jeweils:

(VxR)(U,V)Z =Vx(R(U,V)Z)—-R(VxU,V)Z —R(U,VxV)Z —R(U,V)Vx Z.
Und man gelangt von der zweiten Zeile zur ersten, indem man auf beiden Seiten der

Gleichung g(e,Y") anwendet und benutzt, dass der LC-Zsh. metrisch ist.

Um Folgenden sei nun x € M und U(z) eine Normalenumgebung, die spiegelsymmetrisch
ist. Das heift:

exp,(v) € U(z) & exp,(—v) € U(z).



4.2 Lokale Isometrien und semi-Riem. Uberlagerungen 273

Auf einer solchen Umgebung U(x) kénnen wir die folgende Abbildung betrachten:
Sz U(x) = Ulx)
exp,(v) = expy(—v).

Diese Abbildung s, heift Geoditische Spiegelung.

Wir kénnen nun zwei weitere dquivalente Charakterisierungen von lokal symmetrischen
Réaumen angeben:

Satz 4.8. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende Be-
dingungen dquivalent:

(1) VR =0 (d.h. (M, g) ist lokal symmetrisch),

(2) Ist ~y eine beliebige C°°-Kurve in M, dann gilt fir parallelverschobene Vektorfelder
X,Y, ZeX,(M), dass auch das Vektorfeld

R(X,Y)Z € X,(M)

entlang v parallelverschoben ist,

(8) Die geoditischen Spiegelungen

sy U(z) = Ul(x)
expx(v) = expx(_v)'

sind Isometrien.

Beweis. (1) = (2): Seien also v, X, Y, Z wie in der Voraussetzung von (2). Dann gilt:

%(R(XZY)Z)@) =(VymRIX(®),Y(t)Z(t)
—_——
=0 nach (1)
RS0 vo.z0)+r(x0. o 20)
~—— S~——
=0 weil parallel =0 weil parallel
srR(xovo. o )
=0 weil parallel
=0.

Also ist R(X,Y)Z auch parallel.
(2) = (3): s : U(x) = U(x) ist fiir die Abbildung L = —idr,n : TpeM — T, M

5y = exp, oL o exp, ©.

Sz ist ein Diffeomorphismus, weil U(x) eine Normalenumgebung ist. Bleibt also zu zeigen,
dass s, auch eine lokale Isometrie ist. Dazu iiberpriifen wir das Cartan-Kriterium. Sei
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y € U(z) beliebig und ~, : [0,]] — M die radiale Geodéte von = nach y. Das heifit
Yw(1) =y und 7, (t) = exp,(vt).
Damit erhalten wir die Abbildung

LA/ : TyM — Texpz(—v)M

_— _p—1 -1 |
Ly==P10°Py00= P11

Und es bleibt nun noch die Cartanbedingung zu priifen. Also es geniigt zu zeigen, dass
Ly(Ry(u, v)w) = Ra(Ly(u), Ly (v)) Ly (w) = (¥).

Seien dazu U(t), V(t), W(t) die Parallelverschiebungen von u, v, w € T,M = T\ )M
entlang . Nach Voraussetzung (2) gilt dann, dass auch R(U, V)W parallel ist. Also gilt
nach Definition der Parallelverschiebung gerade:

(*) = Ly(Ry(u, v)w).

Das heifit, die Cartanbedingung ist erfiillt. Nach Satz 4.7 ist damit s, eine Isometrie.

(3) = (1): Wir zeigen nun VR, = 0. Seien dazu u, v, w, t, s € T, M beliebig und U, V,
W, T, S Vektorfelder auf U(x) mit U(z) = u, ..., S(x) = s. Wir betrachten nun die
Richtungsableitung in Richtung ds, (V). Um die Definition des Differentials anwenden
zu konnen, sei v : I — M eine Kurve mit 4(0) = 2 und 4/(0) = v = V(). Dann gilt
namlich:

dsz(V)(R(ds(U)), dsg (W), dsz(T), ds(S)) ()

= S (R (U), s (W), s (), dsa(9)) (5 (9) o
= LRI W,T,8)(6(0) ey
= %(R)(U, W, T,S)(v(t)) |i=o weil s, Isometrie

— V(R(U,W,T, S))(x).
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Und mit dieser Identitét konnen wir nun die Behauptung zeigen:

(=1)° - (VyR)z(u, w, t,s) = (Visp () R)(dsy(u), dsz(w), dsy(t), ds(s)) weil (dsg), = —id
= dsz (V) (R(dsz(U)), dsg (W), dsz(T), dsz(9)) ()
— R(Vas, (v)ds2(U), dsz (W), dsz(T), dsy(S5))(x)
— R(dsz(U), dsy(W),dsz(T), Vs, (v)dsz(S))(z)
= V(R(U, W, T, S)) (x)
— (3 R)(VvU, W, T, S)(x)

— (s; R)(U, W, T,VyS)(z)
= (VoR)(u,w,t,s)

Also ist (V,R)(u,w,t,s) =0 und damit VR, = 0 fiir alle x € M. O

Abschlieflend erwédhnen wir noch, dass eine interessante Verallgemeinerung von Satz 4.7
existiert. Ein analoges Resultat gilt ndmlich auch fiir gebrochene Geodéten (wéhrend
Satz 4.7 nur fiir radiale Geodédten formuliert wurde). Daraus erhélt man dann auch eine
Aussage liber globale Isometrien. Die genaue Formulierung des Satzes und den Beweis
findet man zum Beispiel in H. Baum: FEichfeldtheorie, 2. Auflage, Anhang A9.

Der Starrheitssatz fiir Isometrien

Satz 4.9. Starrheitssatz. Seien fi,fo : (M,g9) — (M,g) zwei lokale Isometrien

zwischen zusammenhdngenden semi-Riem. MF. Ist x € M ein Punkt und

fil@) = f2(x)
(dfr), = (df2),
so gilt
1= /2
D.h. lokale Isometrien sind durch einen Punkt und dem Differential an diesem Punkt

eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei

A={yeMIfi () = foly) und (df), = (df2), }

Dann ist A # (0, da x € M und wegen der Stetigkeit der f; ist A abgeschlossen. Insbe-
sondere ist A auch offen: Sei yg € A und U (yp) eine Normalenumgebung von yg. Fiir ein
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z € Ul(yo) existiert eine radiale Geodatey, : [0,1] — U(yo) mit v, (0) = v, 7, (1) = z,
)

Yy (0) = v und 2z = exp,, (v). Da die f; lokale Isometrien sind, sind auch

i (t) = fi(ye (1))

Geodaten mit ; (0) = fi(yo) und ~; (0) = (dfi)y, (v). Da aber yo € A, stimmen die AWP
iiberein, sodass
Nn=vr=(fi=f aufU(y))

und insbesondere

Damit ist aber U (yg) C A, und A offen. Da M zsh. ist, folgt also A = M. O

4.3 Die Satze von Hadamard, Bonnet-Myers und Raume
konstanter Krimmung

Die Klassifikation der Riemannschen Raumformen

Definition. Eine vollstindige Riemannsche MF mit konstanter Schnittkriimmung nennt
man Riemannsche Raumform.

Der folgende Satz liefert spéter eine vollstdndige Klassifikation der Riemannschen Raum-
formen.

Satz 4.10. Satz von Hadamard-Cartan Sei (M",g) eine vollstindige zsh. Riemann-
sche MF. mit nicht positiver Schnittkrimmung Kg < 0 fir alle x € M und E* C T, M,
dann ist

exp, : TpM =R" — M

eine glatte Uberlagerung. Da w1 (R™) = 1, ist (R™, M, exp,,) universell, und damit
M = R"/p
wobei T' Gruppe der Decktransformationen Deck () ist. °.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Sei v: R — M eine Geoddte und die Schnittkrimmung entlang v nicht positiv.
Dann liegen auf v keine zu x = 7y (0) konjugierten Punkte.

Sei Y € X, (M) ein Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0. Wir betrachten die Funk-

tion

Ssiehe Fakt 4 auf Seite 264
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dann ist

W) = 29(Y'(1),Y (1)
) = 2{g(Y" (), Y ) +g (Y (),Y' (1)} ()
= 2RV AY)+ Y 0 =0
—_—
K<0
e Aus h(0) =0, A’ (0) =0 und A" (0) > 0 (da Y’ (0) # 0) erkennt man, dass h
in £ = 0 ein lokales Minimum hat.

e Da h” (t) > 0 fiir alle [t| < € ist h strikt konver auf (0,¢) und da h” (t) > 0
fiir alle ¢, ist h konvez fiir alle .

Demnach ist
h(t) >0 VYt#0

und deswegen auch Y (t) # 0 fiir alle ¢ # 0, sodass auf « kein zu v (0) konjugierter
Punkt existiert. Also ist (dexp, ) nicht ausgeartet fiir alle t € R und v € T, M

und demzufolge
exp, : IyM — M

eine lokaler Diffeomorphismus um jeden Punkt v € T,, M. Und da (M, g) vollstindig
ist, ist exp, auferdem surjektiv.

2. Wir betrachten die Metrik g := exp’ g auf T, M. Dann ist
€XPy - (Rn)g) — (M)g)
eine surjektive und lokale Isometrie. Deshalb sind die Geraden

oy R — T ,M=R"
t — t-v

die Geodéten durch 0,. Diese sind auf ganz R definiert, sodass (R™, g) nach Satz
von Hopf-Rinow vollsténdig ist. Satz 4.6 liefert nun dass

exp, : T,M =2R" — M

eine Riemannsche Uberlagerung ist.

Folgerung. Ist M dariiber hinaus noch einfach-zsh, so gilt

Insbesondere existiert dann zu 2 Punkten x und y aus M genau eine Geodéte, die beide
miteinander verbindet.
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Satz 4.11. Sei M" eine vollstandige zsh. Riemannsche MF mat konstanter Schnittkriim-

mung K. Dann ist die universelle Riemannsche Uberlagerung M von M isometrisch zu
6

o H" falls K = —1
o R" falls K =0
e S" falls K =1

Beweis. Sei (]\7, M, ) die universelle Uberlagerung und § := 7*g. Da (M, g) vollstiin-
dig ist, ist auch nach Satz 4.6 auch (M, g) vollstdndig. Somit ist (M, §) eine einfach-
zusammenhingende RMF konstanter Schnittkriimmung K € {—1,0, 1}

1. Sei K < 0. Wir bezeichnen

v . [ R RllsK=0
o H" falls K = —1

Dann fixieren wir ein 2 € N und # € M und eine lineare Isometrie
¢: TyN —s T; M.
Nach dem Satz von Hadamard (Satz 4.10) sind die Exponentialabbildung
exp, : Iz N — N
exp;: TsM — M
Diffeomorphismen. Wir betrachten die Abbildung
fi=expsopoexp,t: N — M.

Diese ist ein Diffeomorphismus und nach der Folgerung von Satz 4.7 eine Isometrie,
da die Kriimmungen iibereinstimmen.

2. Sei K = 1. Wir fixieren eine lineare Isometrie
p: T,8" — T;E/]\Z.
S™\ {—=x} ist eine Normalenumgebung von x und damit
expy: S"\{—2} — {v € T.S"||]v| < 7}
ein Diffeomorphismus. Nach Satz 4.7 ist dann
fi=expsopoexp,’: S\ {-a} — M

eine lokale Isometrie. Diese wollen wir in den Punkt —xz fortsetzen: Dazu fix. wir
ein y € S™\ {—z,x} und betrachten den Punkt

j=fy)eM

5Siehe Beispiele 1,2 und 3 auf den Seiten 178ff.
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und die lineare Isometrie

o =dfy : T,5" — TyM,

die von f induziert wird. Dann ist nach Satz 4.7 die Abbildung

f;:é?(“pgogboexp;l: Sn\{—y}HM

eine lokale Isometrie und fiir die zsh. Menge W := S™\ {z, —y} gilt y € W,

f(y) =expyo@poexp,’ (y) =7

und

dfy = (def)\iﬁg)gogbo(dexp;l)y
————
(dexpy);l

= idTgMOgﬁOidTySn

= @:dfy,

Nach dem Starrheitssatz fiir Isometrien (Satz 4.9) folgt daraus f = f und f setzt
f im Punkt —z fort. Es existiert damit eine lokale Isometrie

F: S"— M.

Nun ist S™ vollstéindig und nach Satz 4.7 ist F' eine Riemannsche Uberlagerung. Da,
sowohl S™ als auch M einfach-zsh. sind, folgt aus der Uberlagerungstheorie, dass
F' ein Diffeomorphismus und damit eine Isometrie ist.

O

Folgerung. Klassifikation der Riemannschen Raumformen
Sei M™ eine Riemannsche Raumform mit Schnittkriimmung K € {0,1, —1}, dann ist M
isometrisch zu M /p. Dabei ist M die einfach zusammenhdangende Mannigfaltigkeit

- R* falls K =0
M = H™ falls K = —1
S falls K =1

und I' eine Untergruppe der Isometriegruppe von M ist, die eigentlich diskontinuierlich
auf M wirkt. Insbesondere ist

W:M—>M/F§M

die universelle isometrische Uberlagerung von M.
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Beweis. Sei (]\7,§) die universelle Uberlagerung mit § = 7*g. Nach Satz 4.11 hat Mje
nach Kriimmung die Gestalt R™, H” oder S™. Sei I' die Gruppe der Decktransformationen
Deck (). Mit Fakt 4 auf Seite 264, geniigt es zu zeigen, dass

I' C Iso(M).

Fiir ein v € I gilt aber
Y'g=r"rrg=(rov) g=4g.

Der Satz von Bonnet-Myers

Satz 4.12. Satz von Bonnet-Myers. Sei (M™,g) eine vollstindige RMF, deren Ricci-
Kriimmung von unten durch

-1
Rz’czn—2-g c=const >0
c

beschrdankt ist. Dann gilt fir den Durchmesser

diam (M, g) :== sup d(z,y) < m-c=diam (S})
z,yeM

wobei ST die Sphdre vom Radius c ist. Insbesondere ist M kompakt und hat eine endliche
Fundamentalgruppe m (M).

Beweis. Seien z,y € M. Da (M, g) vollsténdig ist, existiert eine minimierende Geodéte
v [0,l]] — M

mit v (0) =z, v (l) = y und [ = [ (). Diese ist insbesondere auf BL parametrisiert.
1. Es gilt d(z,y) =1 (y) < 7-c und damit diam (M, g) <m-c
Sei Y € X, (M) ein VF entlang v mit Y (0) =Y (I) = 0 und Y L+'. Dann gilt fiir
die Indexform

l
L (YY) := —/(Y,Y”JrR(Y,y’) v dt
0

nach Satz 3.82: Sei
V (t,s) = expyq) (s Y (1))

und

L(s):=1(V(,s)).
Dann ist Y das Variations-VF von V und es gilt
L' =0
L") = IL,(Y,Y)>0,
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da [ (vy) = d(z,y) ein globales Minimum von L ist. Wir setzen nun spezielle Vek-
torfelder in die Indexform ein: Sei (e; =4/ (0),ea,...,e,) eine ONB in T, M und
(X1,...,Xy) die daraus entstehenden parallelen VF entlang . Wir betrachten
Yi € X, (M)
-t
Y; () ::sin<7TT>-Xi(t) 2<i<n.
dann ist

Yi(0)=0=Y;() wdYily = I, (¥;,Y;) >0.

Die Berechnung der Indexform liefert:

- cos <”Tt> - X; (t) +sin (?) - X; (1)

wet

- cos <T> Xi(t)  da X ||

~13 =3

Damit ist

Fiir die Indexform folgt

L (Y;,Y;) = /lsin2 (%’5) {(?)2 ~R(Xi, 7, XZ-} dt
0

Da (v, Xs,...,X,) eine ONB entlang ~ ist, folgt durch Summation

0< znjfw (Y3, Y;) = /lsin2 <7TTt> {(n ~1) (?)2 ~ Ric (7’,7’)} dt
0

i=2
Nach Vor. ist aber

-1 -1
Ric(v,7) 2 "= g (v, /) =~
C N—_——

c2

und damit folgt

l

0< 31 Y) = [sw? (T -0 [ () -]} o

=2

|

und somit

bzw. l <7 ¢

~[3
[



282 4 Kriimmung und Topologie - Einige Beispiele

2. M ist kompakt. Dies folgt unmittelbar aus der Beschranktheit und dem Satz von
Hopf-Rinow.

3. w1 (M) ist endlich.
Sei (M ,M,7) die universelle Riemannsche Uberlagerungv von (M,g). Da 7 eine
lokale Isometrie ist, stimmt die Schnittkriimmung von (M, §) mit der von (M, g)

iiberein. Nach 1. ist also auch (M , §) kompakt. Damit ist aber auch die Anzahl der
Blitter # (7! (x)) endlich und aus

7 (z) =21 (M, x)

folgt dann die Endlichkeit von 1 (M).
U

Folgerung. Sei (M", g) eine vollstindige RMF mit strikt positiver Schnittkriimmung
1
K>—=5>0,
c

dann ist M™ kompakt, diam (M,g) < - c und 71 (M) endlich. (Fiir K > 0 gilt dies
nicht mehr.)

Der Satz von Weinstein

Aus dem Satz von Weinstein folgt eine Aussage fiir Riemannsche-Mannigfaltigkeiten
M™ mit positiver Schnittkrimmung K > 0: Ist M orientierbar und n gerade, so ist M
einfach-zusammenhéngend. Ist n ungerade, so ist M orientierbar.

Doch zunéchst ein algebraisches Lemma.

Lemma 4.13. Sei
A: RV — R

eine orthogonale Abbildung und det A = (—1)". Dann hat A einen EW X =1, d.h. einen
Fizpunkt.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Sei n gerade.

X (A) = det (A — AFE) hat den Grad n — 1 = ungerade, sodass eine reelle NS A
auftritt. Da A € O (n —1) ist A = £1.

Alle komplexen EW treten Paarweise auf

(/’Lla"'7“T)7(ﬂ17"'7ﬂ7“)7)‘17~~~7)\m
—_——
reelle EW
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Und es folgt

det(A):(—l)nzlz ]1;[1|Mj|2 )\1>\m

unger. Anz.

Damit muss ein EW )\ = 1 existieren.

2. Sei n ungerade.

Dann ist
T
det A=—1= H|uj|2 A A
j=1 ger. Anz.

Ein reeller EW muss, aber alle kénnen nicht negativ sein. Somit existiert ein EW
A=1
O

Satz 4.14. Satz von Weinstein (’68). Sei M"™ eine komp. orientierte MF mit K > 0.

Sei
f:M—M

eine Isometrie, die die Orientierung erhdlt, falls n gerade ist, und die Orientierung um-
kehrt, falls n ungerade ist, dann hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Angenommen f (p) # p fiir alle p € M. Da M kompakt ist, ex. ein p € M,

sodass
0<d(p.f(p) = mind(p,f (¢)).

Dies fithren wir zum Widerspruch. Sei
v [0, — M

eine minimierende Geodéte von p nach f (p). Da d(p, f (p)) > 01ist [ > 0.

1. 3Y (p) € Tp,M mit |Y (p)|| =1 und yL+' (0), sodass gilt: Wenn [ eine Geoddte ist
mit 5(0) = p und B8 (0) =Y (p) ist, dann ist f () eine Geodite mit

F(B(0)=f(p) und (fopB) (0)="Py(Y(0))
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Sei v eine Geodéte. Da f eine Isomorphie ist, wird somit auch f () zu einer Geo-
déte. Behauptung: In f (p) ex. kein Knick.

Sei p’ € Im~ und 4" die minimierende Geodéte von p’ nach f(p'). Durch die A-
Ungleichung gilt:

d(@. f() < d@.f)+d(f®),fF))
=d(p,p’)

= d(p, f(p))

Da p der Punkt mit dem minimalen Abstand war, folgt

A, f () =d@,f ) +d(f®p),r)

Die Gebrochen Geodéte ;
P f(p) = £ (Y)

ist also minimal, und damit glatt, d.h.

Wir betrachten nun die Abbildung
A:=P odfy: TyM — Ty M — T,M.
A ist eine lineare Isometrie, und ~/ (0) ist ein Fixpunkt von A:
AWM () = Py, (V' (0)) =P ((fo) (0)
Py (Y (1) =4 (0)

—
*
~

Sei
Bi=Al,gL 7 (0" — A0 =R

Dann erfiillt B die Eigenschaften des vorangegangen Lemmas, und es existiert
damit ein Fixpunkt v € T,M von A mit

vly'(0) und |jv]| = 1.



4.3 Die Séatze von Hadamard, Bonnet-Myers und Rdume konstanter Kriimmung 285

Sei weiterhin Y € X, (M) die Parallelverschiebung von v entlang -y
Y (t) = P’Y ('U) )

dann ist Y (¢) L4/ (0). Sei 8 : R — M die Geodéte mit 5'(0) = v, dann ist
fofB:R— M

eine Geodéte mit (f o 8) (0) = f (p) und

(foB)(0) = dfy (8 (0) =dfy(v)
(

Il

Qﬁ Qﬁ Qﬁ
:);/—\
—=
=

2. Wir betrachten nun die Variation

V0, xR —s M
(t,s) = expyy (s-Y (1))

mit den Geodéten 5 und f (/) als Rénder, um einen Widerspruch zu finden.

Die Randkurven sind die Geodéaten

V(0,5) = exp,(s-Y(0))=p5(s)
Vil,s) = expyp)(s-Y (1) =f(B(s))

Das Variations-VF von V ist Y. Sei L(s) =1 (V (-,s)). Nach Satz 3.82 gilt fiir die
Variation der BL

L' = 0
L"(0) = L (YY)

l
= /YY”+R (Y,y)+') dt
0

Da die Randkurven jedoch Geodéten sind, gilt dariiber hinaus

(& (G en)70)-(F (Fon)70),

Da Y entlang ~y parallel verschoben ist, haben wir auch

0= (1),Y' 1) (Y(0),Y(0))
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sodass sich L” (0) vereinfacht:

l
L'0) = - [ R(Vir/\\Y)
—_——
0 O<K(y,“//>

Damit ist L” (0) < 0 und L besitzt in ¢t = 0 ein strikt lokales Maximum, dh. es ex.
ein s € (—¢, €) sodass

WV (8)) <1()

=c

Damit ist aber

d(B(s), f(B(s)) <llc) <l(y)=d(p, [ (p))

was im Widerspruch zur Minimalitét von d (p, f (p)) steht.

Satz 4.15. Sei M"eine kompakte RMF mit K > 0. Dann gilt
1. Ist M orientierbar und n gerade, so ist M einfach-zsh.!

2. Ist n ungerade, so ist M orientierbar.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Sei M orientierbar und n gerade. Wir betrachten die universelle Uberlagerung
(M, M, 77) und setzen g := 7w*g. Dann wihlen wir uns auf M eine Orientierung,
fiir die 7 orientierungserhaltend ist. Die Kompaktheit von M impliziert nach Satz
4.7 die Vollstandigkeit von (M , g), und dariiber hinaus liefert sie, da K > 0, die
Existenz eines ¢ € R, fiir das Kj; > ¢ > 0. Und da 7 eine lokale Isometrie ist

folgt auch
KM >c> 0.

Nach Satz von Bonnet-Myers (Satz 4.12) ist dann M kompakt. Sei I' die Gruppe
der Decktransformationen Deck (7) von w und k € I'. Nach Folgerung von Satz 4.11
ist k& eine Isometrie und erhélt die Orientierung (da 7 die Orientierung erhalt und
mok = ). Nach Satz von Weinstein (Satz 4.14) hat k einen Fixpunkt Zo € 71 ()
mit zg € M. Wir betrachten den Gruppenisomorphismus’
T (M) 33’0) — T
0] — fo

und identifizieren & = ki, mit [w] € 71 (M, 29). Dann ist

k(Z0) = @ (1) = &9 unddmnn[@]eﬂ1(ﬁijo)::L

siehe Fakt 4 auf Seite 264
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sodass demzufolge

und k = Id. Als Decktransformationsgruppe ergibt sich also
I ={1d}
und damit ist - -
M=M/pr=M.
Insbesondere ist M einfach-zusammenhéngend.

2. Sei n ungerade. Angenommen M sei nicht orientierbar. Wir betrachten

M = (z,07,m)| 2 € M, O,ist eine Orientierung von T, M
——
Oz

Mit den Karten (U, @):

T (21, ) = <g0_1(:z1,...,a:n), %@),...,%(@D

U=5"1(pU)cM

ist M eine MF. Zudem definiert O(2,0,) = Oz eine Orientierung fiir M und die
Abbildung

T M — M
(,0;) — x

ist eine 2-fache Uberlagerung von M. Wir setzen § := 7*g, dann ist (M, §) orien-
tierbar und vollstdndig. Als Decktransformationen von 7 erhalten wir

Deck (7) = {Id, k (kvertauscht die Blétter)}

Dann ist k eine Isometrie, die die Orientierung umkehrt. Nach Satz 4.14 besitzt k
auch einen Fixpunkt. Dies ist jedoch fiir k nicht moglich.

O

Bemerkungen:
1. Die MF M = RP? ist kompakt mit K > 0 (iibertragen die Metrik von S?) aber
nicht einfach-zsh., dh. die Orientierbarkeit ist bei Teil 1 von Satz 4.15 notwendig!

2. Ebenso sieht man, dass fiir den 2. Teil ein gerades n notwendig ist, da RP? nicht
orientierbar ist.

3. Sei M = RP3. Dieser ist kompakt mit K > 0, orientierbar, aber nicht einfach-zsh.
Im 1. Tel ist also ebenfalls “n gerade” notwendig
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R&ume mit punktweiser konstanter Schnittkriimmung

Ist (M™,g) eine kompakte Riemannsche MF, so ist die Schnittkriimmung beschrankt:
a<Kgp(x)<b VE*CT,M. (%

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass fiir pseudo-RMFen die Bedingung () fiir alle
nicht ausgearteten UR E? C T, M #quivalent ist zu

Kpgo(z) = k(x) = const. VE? C T,M, E? nicht ausgeartet.

Insbesondere ist damit die Schnittkriimmung auf ganz M konstant. Dazu betrachte man
zunéchst einen beliebigen zweidimensionalen UR

E = span (w,v) C T,M

sowie

Quawyi=der () ) Grawsie Det.

Dann gilt
E nicht ausgeartet <= Q (v,w) # 0.

Sei E = span (v,w) = span (y,z) C T, M beliebig fix. Dann existiert eine 2 x 2 Matrix

A, sodass
()= ()
y w
und es gilt
R(2,9,9,2) = det (A)° R (v,w,w,v) . (%)
Bezeichne

0 fir R(z,9,9,2) =0
N(E):=q 1 firR(z9y,2) >0
-1 fir R(z,y,y,2) <O

Mit (x) ist dies eine Invariante von F und somit korrekt definiert.

Lemma 4.16. Es gilt:

1. Ist
Kg (z) = k = const. VE? C T, M nicht ausgeartet,
dann ist
N(EH =0 VE? C T, M ausgeartet.
2. Ist

N(E*H =0 VE? c T, M ausgeartet,
und sind w,v,w € TyM ON-Vektoren mit g (u,u) = —g (v,v), dann gilt

Kspan(u,w) (‘T) = Kspan(v,w) ({L’)
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Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Ist E = span (u,v), so gilt nach Satz 3.39

R (u,v,v,u) =k-Q (u,v) =0 = N =0.
0

2. Die Vektoren u =+ v sind nach Voraussetzung isotrop und damit die Unterrdume
Ey = span(u £ v, w)
ausgeartet. Aus N (E) = 0 folgt dann
R(u+v,w,w,u+v)=0=R(u—v,w,w,u—0v)

bzw.
R (u,w,w,v) =0 = R (u, w,w,u) + R (v, w,w,v) = 0.

Da (u,v,w) ON-Vektoren sind folgt aus ¢ (u,u) = —g (v, v) insbesondere

Q (’LL, ’LU) =-0Q (U’ w)

sodass
R (u, w,w,u) R (v,w,w,v)
Q (u, w) Q (v, w)
Kspan(u,w) (w) Kspan('u,w) (IE)

O

Satz 4.17. Satz von Kulkarni. Sei (M™, g) eine zusammenhdngende pseudo-Riemannsche
MF und x € M. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent

1. Kg (x) =k, = konst. fiir alle E*> C T, M nicht ausgeartet.
2. N(E) =0 fiir alle E*> C T,M ausgeartet.
3. Fiir alle E* C T, M nicht ausgeartet gilt

a < Kg(z) oder Kg(z)<b.
4. Fir alle indefiniten UR E? C T, M gilt
a < Kg(xz) <b.
5. Fiir alle definiten UR E?> C T,M gilt
a < Kg(xz) <b.

Ist n > 3 und gilt in jedem Punkt x € M eine der Bedingungen 1.-5., so ist die Schnitt-
krimmung von (M, g) konstant.
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Beweis. Wir kénnen annehmen, das n > 3 ist, denn sonst existiert kein nicht ausgearteter
2-dim. UR und F = T, M ist eindeutig bestimmt. Die letzte Aussage folgt dann aus der
2. Bianchi-Identitit (UA 16).

e Die Eigenschaften 1.) = 3.),4.),5.) und 1.) = 2.) folgen aus dem vorherigen Lem-

ma.
e 2)=1)
1. Fall:k = Index (g) = 1 oder n — 1.
Seien wu, v, w orthogonal und g (u,u) = —1. Dann folgt aus Lemma (2.) , da
N =0,

Kspan(u,w) (33) = Kspan(v,w) (33) )

da g (v,v) = 1 fiir ulv und k = 1. Ist damit E? C T, M nicht ausgeartet und
u € E oder ELR - u, dann gilt

unabhéngig von E. Ist 4 € T, M ein zeit-artiger Vektor unabh. von u, so ist
B () = Kopan(ua) (2) = k(@) = Kp (z)  VEL.
Fiir einen 2-dim. nicht ausgearteten UR F C T, M gilt somit
Kg () =k = konst.

2. Fall: 1 < k= Index(g) <n—1.

Sei F;Q C T,M positiv definit und E? C T,M negativ-definit, v € F und
U € E Einheitsvektoren, dann gilt

Die Unterrdume
EFEeoR-u, EeR-uvC T, M

sind 3-dim. VR vom Index 1 und insbesondere nicht ausgeartet. Aus dem
1.Fall folgt nun

Kg (:E) = Kspan(u,ﬁ) (33) = KE (33) :
Daraus ergibt sich die Behauptung.
e 3.)=2) 0.B.dA. ist K> a.Denn Fall K <b erhélt man durch g — —g.

Jeder ausgeartete 2-dim. UR FE ist Grenzwert einer Folge indefiniter 2-dim. Unter-
riume (E,) oder einer Folge definiter 2-dim. Unterriume (F},) (UA). Dann gilt

Un—>U, Un —>v
) " =T FE

E,, = span(uy, vy, = (u,v)

R (Un, Vn, Vn, Up)

Kg, (z) = 0 (a0 >aq
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und
Q (un,vy) — Q (u,v) =0, da E = span(u,v) ausgeartet.

Ist (E,) definit, so ist @ (un,v,) > 0 und damit

n—oo

R (Un, Un, Un, un) 2 a - Q (una vn) — 07
sodass
R (u,v,v,u) =0 = N(E)=0
Ist (E,) indefinit, dann ist @ (up,v,) < 0 und damit

n—oo

R (Up, Upyy Upy ) < @+ Q (U, vy) — 0,

sodass
R (u,v,v,u) =0 = N(E)=0
e 4),5.)=2.):

Wie eben erhalt man
R (Un, U, Vp, Up)

< const.
Q (un,vn) |~

wobei

Q (un,vy,) < Ofiir 4.)

Q (un,v,) > Ofiir 5.)
und

Ep = (Up,v,) TS E = (u,v) ausgeartet.

Damit geht

n— oo
|R (Un,'l)n,'l)n,un)| — 0= R(U,'U,'U,U)

und N (E) = 0 fiir alle E ausgeartet.






5 Spektralgeometrie

In der Spektralgeometrie wird die Beziehung zwischen analytischen Eigenschaften von
Operatoren (z.B. deren Eigenwerte) und der Geometrie des Grundraumes (Volumen, Di-
mension, Kriimmungen) untersucht.

Als Beispiel betrachten wir das Schlagen einer Trommel: Das Trommelfell kann man
mathematisch darstellen als ein Gebiet Q C R?, dessen Rand 05 fixiert ist.

Die Tone, die durch Schwingungen des Trommelfells erzeugt werden, hdngen von der
Form des Trommelfells ab. Sie sind die Eigenwerte A; des Dirichlet-Laplace-Operators
von Q: o o2

_ _ 2
mit der Randbedingung u|sq = 0 (Der Rand des Trommelfells ist fest eingespannt und
schwingt nicht mit). Der kleinste der Eigenwerte 0 < Ay < A2 < ... = 00, \; € R ist
dabei der Grundton der Schwingung, die anderen Eigenwerte bilden die Obertone.

Wir bezeichnen mit spec?(Q) = {1, A2, ...} das Dirichlet-Spektrum von €.

Das direkte Spektralproblem besteht - wie im Fall der Trommel - darin, fiir ein gegebenes
Gebiet Q das Dirichlet-Spektrum spec? (2) zu bestimmen oder andere Aussagen fiir die
Eigenwerte zu machen (z.B. Abschétzungen).

Das inverse Spektralproblem behandelt die Umkehrung: Wenn die Eigenwerte \; gege-
ben sind, kann man dann Riickschliisse auf €2 ziehen (z.B. Vol(Q2), [(0€2)) 7 Mit anderen
Worten: Kann man die Form der Trommel horen 7 Oder gibt es zwei verschiedene Trom-
melformen, die dieselben T6ne produzieren ?

(Mark Kac (1966), ‘Can one hear the shape of a drum? ’, American Mathematical Month-
ly 73 (4, part 2): 1-23)
Zum inversen Spektralproblem

Sei 2 C R"™ ein offenes, zusammenhangendes, beschranktes Gebiet, dessen Rand 0f2
stiickweise C ist. Wie oben bezeichne spec? (92) = {\1, A2, ...} das Dirichlet-Spektrum
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von 2. Wir betrachten das Eigenwertproblem
Au = lu
ulpo =0,
- 52 92\ .
WObel A__<8_w%++ﬂ) 1st.

Es gilt: Ist 2 isometrisch zu QCR" (d.h., es existiert eine lineare Abbildung A : R” — R”
mit A(Q2) = Q und (Az, Ay) = (x,y)), so folgt

spec? (Q) = spec” <§AZ> .

Fiir die Trommel heifst das, dass die mdglichen Tone gleich bleiben, wenn man die Trom-
mel verschiebt oder dreht.

specP(Q) bestimmt jedoch das Gebiet {2 nicht vollsténdig:
Es existieren Q,Q, © # Q mit gleichem Dirichlet-Spektrum (Urakawa, Biiser). Im Fall
n = 2 ist die Menge der isospektralen Q C R? ‘kompakt’(Osgood, Phillips, ?).

Die Téne der Trommel bestimmen also die Form des Trommelfells nicht eindeutig.

Wir wollen nun untersuchen, welche geometrischen Groken durch spec?(Q) eindeutig
bestimmt sind. Dazu betrachten wir das folgende

Beispiel 5.1. Es seien Q = [0, L] C R, A = —<5 und wir betrachten das Eigenwertpro-
blem

Au=—u"(x) = lu

u(0) = wu(L)=0, u€ C®(M),u #0.

Dieses Eigenwertproblem beschreibt eine Gitarrensaite, die an den Punkten x = 0 und
x = L fest eingespannt ist.

Bild
Um die Differentialgleichung zu l6sen, machen wir den Ansatz

u(z) = asin (bx) 4+ ccos (dz).

Dann folgt aus der Anfangsbedingung u(0) = 0 sofort, dass ¢ = 0 sein muss. Aus u(L) =0
folgt nun, dass sin (bL) = 0 gilt, was genau dann erfiillt ist, wenn b = ’%, k € Z,ist. Also

L ’
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Mit v (x) = —a’i’f sin (22z) erhalten wir aus der Eigenwertgleichung —u”(z) = Au, dass
die Eigenwerte von k abhéngen: \p = % Die dazugehérige normierte Eigenfunktion
ist

up = LS La:.

Die Eigenfunktionen {uy},k € Z bilden eine Orthonormalbasis von Funktionen u €
L2([0, L)) mit u(0) = u(L) = 0.
Das Dirichlet-Spektrum von = [0, L] € R ist, wie wir eben gesehen haben,

k2 2
spec? () = {L—72T|k:1,2,3,...}.

Das heift, L = Vol([0,h]) ist durch spec”(2) bestimmt. Fiir die Gitarrensaite heift
das, dass die moglichen Tone, die die Saite hervorbringen kann, die Lénge der Seite
bestimmen.

Dieses Resultat ldsst sich auch auf den R” verallgemeinern:

1) Weylsche Asymptotenformel (Weyl 1912)

Sei Q C R"™ ein offenes, zusammenhéngendes, beschrinktes Gebiet, des2sen Rand QQ
stiickweise C'* ist. Wie sind dann die Eigenwerte des Operators A = —(% +...+ 88?)
1 n

asymptotisch verteilt 7

Diese Fragestellung ist analog zur Frage der asymptotischen Verteilung der Primzahlen
aus der Zahlentheorie:
Sei

m(x) := card{p | p prim,p < z}.

Dann gilt (Vermutung: Gauf, Beweis: Hadamard)

x

Dabei heiflen zwei Funktionen f,g auf R asymptotisch dquivalent, f ~ g, falls

flz)
g(x) a0 !

gilt.

Bei unserem spektralgeometrischen Problem definieren wir analog

N(\) :==card{\; | \i € specD(Q),)\i <AL
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Dann gilt (Weyl)

Wn
(2m)"
wobei wy, = Vol(K,(0,1)) das Volumen der Einheitskugel im R" ist.

N(X) ~ A2 vol(R) -

A — 00,

(Bem.: Es gilt

w%r"
AT n=2m
Vol(Kn(0,r)) = ¢ (3)
™

mit

. g -y/T  n ungerade

wegen I'(3) = /7, D(z + 1) =z - T'(2).)

Damit folgt:
I) dim(Q) ist durch spec”(Q) bestimmt:
dim(2) = n, wobei n diejenige Zahl m ist, fiir die

N
0 < lim (,,)L\) = const < 00,
A—00 N2
denn
NOY N const >0 m=n
— = — Az 5 { o m<n
A2 A2

0 m > n.

IT) Vol(9) ist durch spec” () bestimmt, denn ??? gibt das Volumen an, wenn n bekannt
ist.

2) Asymptotenentwicklung der Theta-Funktion

In der Zahlentheorie wird die 8-Funktion definiert durch

oo

o(t) == e ™.

k=1
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Wir betrachten im Folgenden die §-Funktion des Dirichlet-Laplace-Operators

[e.e]

Oa(t) = > e

k=1
Ak especD (Q)

0q(t) konvergiert fiir £ > 0 und hat nahe 0 die asymptotische Entwicklung

bolt) ~ 73 Y tha;.

t10

j>40
Das heifit,
N .
Oo(t) — > tha; =0 ("), (t—0)
j>—n
und
N .
0a(t) — Y t2a;] < const - tNFL, (£ 10).
j=-n

Die a; enthalten geometrische Informationen: Im Fall n = 2 (Kac) sind zum Beispiel

ap = area(f)
a = l(dQ)

1
as = 6(1 — h),

wobei h die Anzahl der Locher von €2 ist.
specP(Q) bestimmt also in diesem Fall area(f2), 1(d2) und h.

Uns interessiert in der Differentialgeometrie das folgende Problem:

Sei (M™,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand, z.B. S™ oder eine
geeignete Fliche im R?. Wir betrachten den geometrischen Laplace-Operator von (M, g)

A:C®(M) — C=(M)
f = Af:=—div(grad f)

und die Eigenwertgleichung Af = \f.

Es existieren unendlich viele Paare (\;, f;) als Losungen, wobei 0 < Ao < A} < Ay <
... — oo gilt und die {f;} eine Orthonormalbasis in L?(M) bilden. Die einfachste Losung
besteht aus dem Paar Ay = 0 und fy = const. A1 ist dann der kleinste von 0 verschiedene

Eigenwert.
SPEC(M, g) = {)‘07 )‘17 )‘27 .. }
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1) Direktes Spektralproblem

Bei diesem Problem ist (M, g) gegeben und man studiert spec(M,g). Man kann versu-
chen, dass Spektrum explizit zu berechnen. Oftmals ist dies aber zu schwer und man
beschrénkt sich darauf zu untersuchen, ob es Liicken im Spektrum gibt oder die Grofke
bestimmter Eigenwerte abzuschétzen. Die Eigenschaften der Eigenwerte Ay geben dabei
die Geometrie der Mannigfaltigkeit (M, g) wieder. Zum Beispiel ist die Grofe von A; eine
obere Abschitzung fiir die geometrische Grofe von (M, g).

Satz 5.2 (Obata/Lichnerowicz (’58,'62)). Sei (M™, g) eine kompakte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit ohne Rand. Weiterhin sei Ric > k-g, k > 0, d.h. (M, g) sei positiv gekrimmt.

Dann gilt
n
AL >

n—1"

Falls Gleichheit gilt, ist (M, g) isometrisch zur runden Sphare (S™, gstq)-

A1 ist also eine Kriimmungsschranke: Je ‘krummer’(M, g) ist, desto grofer ist A;.
Fiir die Standardsphére (S™,gs:q) gilt Ric = (n — 1)g. Die zweite Aussage folgt daher
aus der ersten mit k =n — 1.

Satz 5.3 (Li, Yau (’80)). Sei (M™,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne

Rand. Sei Ric > 0. Dann gilt

7T2

A > —
V=4

Dabei ist d = diam(M, g) der Durchmesser der Mannigfaltigkeit.

Je ‘kleiner’(M, g) ist, desto grofer ist Aj.

2) Inverses Spektralproblem

Welche Schliisse lassen sich aus der Kenntnis von spec? () fiir die Geometrie von (M, g)
ziehen 7

Es gelten
e Wenn (M, g) und (]\/4\, 9) ein-dimensional sind und spec(M,g) = spec(]\?, g) ist,
dann muss (M, g) isomorph zu (M, q) sein.
e Wenn (M,g) und (]\7, g) kompakte orientierte Flachen sind und spec(M,g) =

spec(]\/f\, 9) ist, dann muss (M, g) diffeomorph zu (J\//.T, g) sein.
e Wenn spec(M, g) = spec(S™) ist, wobei n € {1,2,3}, dann muss (M, g) isomorph
zu (S™ sein.
Fiir hohere Raumdimensionen gilt dies nicht (Beispiel von Milnor:16-dimensionaler To-
rus).
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Auch hier gilt wieder die Weylsche Asymptotenformel: Sei
N(A) :=card{ \; | \i € spec(M, g), \i < A}.

Dann gilt

Wn,
—, A — 00,
(2m)%
wobei auch hier w, = Vol(K,(0,1)) das Volumen der Einheitskugel im R" ist.
Wie im Fall des R™ (S. 5) sind sowohl dim(M) als auch Vol(M) durch (M, g) bestimmt.
Analog zu S. 5 definieren wir die Theta-Funktion

H(th) (t) = Z e_t)"“.

k=1

N(A) ~ Azvol(M) -

0(a1,g)(t) konvergiert fiir ¢ > 0 und hat nahe 0 die asymptotische Entwicklung

_n 1
Ot () 2 872 > t7a;
=40

Die a; sind dabei WL-Invarianten (kommen von der Fundamentallésung der WLG). Zum
Beispiel sind ag = Vol(M),
1
a =g / RdM,

wobei R die Skalarkriimmung von (M, g) ist, und
ag = / weitere Kriimmungen.

Zur Veranschaulichung betrachten wir eine kompakte orientierte Flache (M, g). Dann ist
mit der Gaufkriimmung K und dem Geschlecht g

1 1
Das heifit,

o SPHTHH . HT?
dif feom # # #

Also bestimmt auch hier wieder spec(M, ¢g) die Anzahl der Locher.

Literatur:
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5.1 Der Hodge-Laplace-Operator auf k-Formen

Im Folgenden sei stets (M", g) eine semi-Riemannsche MF vom Index p. Wir definieren
nun mittels g, ein Skalarprodukt auf A*T M. Sei dazu ey, ..., e, eine Orthonormal-Basis
bzgl. g. Fiir w,, o, € AkT;M sei

(Wey Og)e = Z wy(€ipy...€i) 0x(€iy,-.. €, ) € ... €, firk>0
1<i) <-<ip<n

und (wy, 03)z = w(x)-o(z) fiir k = 0. Eine Orthonormalbasis in A*T* M beziiglich diesem
Skalarprodukt ist dann gegeben durch

{o" Ao no™ 1<y <---<ip<n}, (c'...,0") duale Basis zu (ej,. .., e,).
~—_——
=1

Dann ist eine Biindelmetrik auf A*T*M gegeben durch
() : Q¥ (M) x QF (M) — (M)
(w,0) = (w,0), (W,0)(T) := (Wg, )z

Sei nun (M™, g, O) eine orientierte, semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index p (mit
oder ohne Rand). Sei dM die zugehérige Volumenform, also

dMy =o' A+ A o™,
wobei (0?) die duale Basis zur positiv orientieren ONB (e;) in (TpM, gz, O, pr) ist.

Definition. Der Hodge-*-Operator ist der C'°°(M )-lineare Operator

*: QF(M™) = QvR(M™)

W = kW

gegeben durch
(wAo,dM) = (=1)P - (xw,0) Yo e Q" FM).

Bemerkung:

Eine dquivalente Forderung ist w A o = (xw,o)dM VYo € Q" %(M). Denn:
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e wWANT EQ'(M") = wAo=f-dM fir ein f € C*(M).
e (dM,dM) = (—1)P und daher

(=D)P(sw,0) = (w A o,dM)
= f(dM,dM)
=(=DP-f

Also f = (xw, o) und damit folgt die Behauptung.

Satz 5.4. % : QF(M) — Q"*(M) hat folgende Eigenschaften:
(1) %% = (=1)Ptk(n=k)

(2) Sei (e1,...,e,) eine lokale, positiv-orientierte ONB und (o', ..., o") ihre duale Ba-
sis. Dann gilt:

# (0NN NO®) =€y o€, sign(I,T) 0TV A e A gInk,

wobei (i1 < -+ <k, j1 < -+ < jn_i) Permutation von {1,2,...,n}
=1 —J
(8) (xw,*@) = (—=1)P - (w, Q) Vw,d € QF(M)

(4) wA (@) =@ A *w = (—1)P(w,0)ydM

Beweis. (2) Bestimmen die Basisdarstellung von (g™ A --- A o'k):

k(NN No'R) = E Qo - O N - N ok,
a=(1<a1 <-+<a,_p<n)

wobei fiir die a; gilt:

a; = (+(cV A Aa®), GTE N A O—jn—k>€j1 R
= (1P i€ GEA - AaE NG N NIk dM)
nur # 0 fiir (I, J) Permutation von {1, ...,n}
0 falls (I, J) keine Permutation
B {(—1)1” €y €5, (dM,dM)sign(I,J) sonst
0 falls (I, J) keine Permutation
N {ejl o€, sign(I,J)  sonst

Also gilt schlieklich

# (@A No®) =€y e, sign(I,T) 0TV A - A gInk,
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xx (6N Aoth) = €jr - €5, - sign(], ) x(0IU A A gnk)
L€ sign(IL ) €y e sign(J ) o A Aot

= (=1)P - sign(I,J)? - (—=1)F(7R) gl A LA g

:Ej

und wegen Linearitit folgt die Behauptung fiir alle w € A*T*M.

(3)

(xw, *w )

(=1)P(w A o,dM)

= (=1)PHRO=R) (5 A w, dM)
= (_1)p+k(n—k) ' <\*U/7w> : <dM7 dM>

=**Q
= (-1 (0,w) nach (1)
(4)
w A *@0 = (xw, *w0)dM
= (-1)P(w,0)dM nach (3)
——
=(@,w)
= ... rickwarts rechnen
= w N *w

Spezialfall: dim(M) = 4
Dann ist * : A2T*M — A2T*M linearer Operator mit

sk = (—1)Pid.
e p=0,2=
% ist eine Involution auf A2T* M, sodass
NT*M = A2T*M & A2T*M
eine Eigenraumzerlegung in Eigen-Unterrdume von * zu den Eigenwerten +1 ist.
A%FT*M heiRen selbstduale 2-Formen,
A2 T*M heifen antiselbstduale 2-Formen.

ep=13=
#+ = —id, das heifit * ist eine fast-komplexe Struktur auf A2T*M, also AT} M ist
ein dreidimensionaler komplexer Vektorraum mit jw = *w.
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(M™, g) eine semi-Riemannsche, orientierte Mannigfaltigkeit vom Index p. Dann gilt fiir
das Differential:

0— QM) % Q' (M) S Q2(M) — ... S ar(m) S o.

Analog definieren wir nun einen Operator § mit

0L QOM) & QY (M) & Q2(M) « ... & QM (M) « 0.

Definition. Der Operator

6 QLM — QF (M)

w = (1P d v w

heifst Codifferential-Operator.

Fiir den Codifferential-Operator gilt wegen dod = 0 auch d o § = 0.

Definition. Sei (M™,g) orientierte semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist auf
QF(M) ein L2-Skalarprodukt definiert durch

(e - QE(M) x Qg (M) —

R
(w,0) — /M<w,a>dM,

wobei
OF = {w e QF(M) | suppw kompakt und suppw C intM}.

Satz 5.5. Es gilt fiir alle w € QF(M), o € Q1 (M):
(dw,o)r2 = (w,00) 2.

Das heifit, 0 |Q§+1(M) ist der zu d auf (QF(M), (-,-)12) adjungierte Operator.
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Beweis. Es gilt
(dw, o) 2 :/ (dw, o), dM
M
= (-

1)p/ dw N\ xo nach Satz 5.4
M
= (—1)P

0 ) — W *xg) - (— k
>/M<d<m )~ wAd(x0) - (~1)F)

= (—1)P / w A %0 —/ wAdxo(—1) nach Satz von Stokes
oM M

=0
- (—1)p+1+k/ wAd*o
M

= (—1)Ptithtptn—k)k / w A *(xd * o)
M

= (=1)PFEFDE [ ) A sbo

N——J/M
—_1p

:/ (w,d00) nach Satz 5.4
M
= (w,d0) 2.
O

Ziel: Verallgemeinerung des Laplace-Operators A : C°(M) — C*°(M) auf die k-Formen
QF(M). Suchen R-lineare Operatoren P : QF(M) — QF(M), die in lokalen Koordinaten
die Form

p— ij B—

Z g 8%18.%] + Z 8951 + ¢
1,j=1 =1

haben. Dabei verstehen wir ein Element w € Q¥ (M) als die Funktion (wy); € C> (U, ]R(:)>,

sodass die partiellen Ableitungen %w sinnvoll definiert sind.

Im Folgenden werden wir den Hodge-Laplace-Operator und den Bochner-Laplace-Operator
definieren. Beide haben eine solche lokale Darstellung.

Definition. Sei (M™, g, Ops) eine orientierte semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
heifst

Ap: QF(M) — QF(M)
Ap:=06od+dod

Hodge-Laplace-Operator von (M, g).
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Satz 5.6. Der Hodge-Laplace-Operator hat folgende Eigenschaften:
(1) Ay : QF(M) — QF(M) ist formal-selbstadjungiert, das heift

(Apw,0) 2 = (W, Ago) 2 Yw,o € QIE(M)

(2) Apod=do A, und Apod =790 Ag.
(3) Ag=A :=—divograd.

Beweis. (1)

(Apw, o) = (déw + ddw, o)
= (0w, 00) + (dw,do) (weil d** = d)
= (w,déo + ddo)

Apod=déd+ 6§ dd = d(ds + 5d) = dAy,
=0
Ay od = (dd + 5d)5 = §(ds) = 6(6d + d5) = 6A,

Aof = (d6+6d)f =6 df = (—1)PHHm0 4 dxdf
~—

1-Form
Af = —div(grad f))
Folglich gilt
Af-dM = —div(grad f)dM
= —Lgraq pdM (nach einer UA)
= (—=1)Pd(xdf) (nach einer anderen UA)

Und damit gilt nach Definition des *-Operators:

Af - xdM = (=1)PT « d x df
=1

und das zeigt die Behauptung.

Ziel: Wollen nun d, 6 und Ay, durch kovariante Ableitungen ausdriicken.



306 5 Spektralgeometrie

Definition. Sei V der Levi-Civita Zusammenhang auf (M, g). Dann definiert V eine
kovariante Ableitung auf dem Biindel A*T*M

V :D(AFT*M) — D(T*M @ A*T* M)
wr— Vw

gegeben durch

(Vxw)(X1,..., Xi) = X(w(X1, .., Xp) = > w(Xn,..., VX Xi, . Xp).
i=1
Satz 5.7. Fiir die vom LC-Zsh. induzierte kovariante Ableitung ¥V auf A*T*M gilt:
(1) V ist eine metrische kovariante Ableitung beziiglich (-,-) auf A*T*M, das heifit

X((w,0)) = (Vxw,0) + (w,Vxo) Yw,o e QM) =T(AFT*M).

(2) Vx(wAo)=VxwAo+wAVxo

(8) Vx(Yiw) = (VxY)iw+ Y.Vxw, wobei Y w bedeutet, dass Y in die erste Koordi-
nate von w eingesetzt wird.

Beweis. Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. U
Satz 5.8. Sei V die vom LC-Zsh. induzierte Ableitung auf A¥T*M. Dann gilt:

k
(1) (dw)(Xo, ..., Xx) = > (=)' (Vx,w)(Xo, X1,..., Xi, ..., Xp)

i=0

n

(2) dw(X1,...,Xp_1) = —Zei(veiw)(ei,)ﬁ,...,Xk_l), wobei (e1,...,e,) eine lokale
i=1
ONB auf (M, g) ist und €; = g(e;, €;).

Beweis. (1) Folgt, wenn man die Definitionen einsetzt und benutzt, dass VxY = Vy X+
[X,Y]. Der genaue Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.

(2) Wir wissen: dw = (—1)PT1H7E=1 s 4« w fiir w € QF(M).

Sei nun (e1,...,e,) lokale ONB und (c!,...,0") die duale Basis auf U C M. Dann
gilt fiir n € QF(M):

7]|U: Z n['ail/\"'/\aik7 771:77(‘%17---;6%)'
I=(i1< - <ig)

Und damit hat *n die Darstellung:

1) |U:Zn1*(ai1A---Aai’“)
I

~——

Permutation von(1,...,n)

:ZTUSign (1,J) 'Ejl”-ejn,kajl A-ee A gin—k (A)
1
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beziehungsweise

1 v (€jrs-- €5, ) =N(€i,--.,e)sign(l, J)ej, ... €5, - (B)

Und damit folgt schlieflich fiir dw:

dw (eil, e ,eik_l)

— (—1)P+1+”(k’_1) * (dxw) (eil, . 76ik71)
N——
=

(B) 1)p+1+n(k-1) :
= (-1) (T ean7k+l) sign(a, I) - e, ... €, _,

= (- 1)p+1+n (k—1) n(eal, coevean ) sign(l,a) - (_1)(k—1)(n—k+1) ey €y

( 1)P+1+(k 1)? Slgn([, Oé) C€jq €yt 77(6041’ cee ’ean—k+l)

—

(=1)ptk

—
~—

n—k+1
= (—1)Prsign(Ia) - e .6, - Z —1)6_1Vea6 (xw)(€ays -+ Can_ji1)

B=1
(B) —k+1
= (—1)PFsign(I, ) - €, . . . €4 Z eaﬁw)(eaﬁ,eil, Ce € )
-sign(ag, [, a1,...,ag,... ,an_kH) €ay - - - B €
n—k+1
= (=P (=P Y e, (—D)F D sign(, @) (1) (Ve ) (€aps Cirs s iy,
p=1

n—k+1

= — Z EOCB ‘(Veaﬁw)(eabweil?“’7eik—1)
B=1

n
= a(Vew) (e e, ex1)
=1

= ((5&))(67;1, e ,eikil)

Definition. Die Abbildung

DN(T*M @ A*T*M) — T'(A*T* M)
(oW~ ohw — ¢'uw
—— ——
(k+1)-Form  (k —1)-Form
heift Clifford-Multiplikation auf A*T*M. Dabei ist A*T*M = @}_, AFT*M und of das
duale Vektorfeld zu o, also o(Y) = g(o?,Y) fiir alle Y € X(M).

Als Schreibweise verwenden wir auch o - w := ¢(o,w).




308 5 Spektralgeometrie

Satz 5.9. Das Clifford-Produkt hat folgende Figenschaften:
(1) (c-7+7-0) w=—2{0,7)w fiir alle s, 7 € Q1 (M), w € Q¥(M).
(2) Fir die durch den LC-Zsh. induzierte kovariante Ableitung V gilt:

Vx(o-w)=(Vxo) w+o-Vxw.

(3) Fir den Operator D :=coV :T'(A*T*M) — T'(A*T*M) gilt:
(a) D=d+9
(b) D? |orany= Ak

Bemerkung: Operatoren, die die Eigenschaft (3) (b) aus dem vorigen Satz erfiillen,
heifsen Operatoren vom Dirac-Typ.

Beweis. (1)

T O-W+o0o- T W
=7 (0 Aw—0cfw)+0- (T Aw—7Fw)
=7AoAw—T(0 Aw) =T A (0faw) + 7 (0F w)
+0ATAw =0 ST Aw) — o A (TFw) + ot 5(rFw)
= —o(tHw+ 0 A (TFaw) — 7 A (0Fw)
— 70w+ 7 A (0Fw) — o A (TFw) (Produktregel fiir A)
= —o(Hw — 7(6H)w
= —29(7%, 0% )w

= —2(1,0)w

Vx(o-w)=Vx(ocAw—of_w)
= Vx(o Aw) — Vx(oFw)
=VxoAw+0AVxw— (Vxo') _w—0'.Vxw (Satz5.7)
~——
=(Vxo)f (UA)
=(Vxo) w+o-Vxw

(3) Beweisen die Formel durch Rechnung in lokalen Koordinaten. Sei dazu wie immer
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(e1,...,ep) eine lokale ONB und ¢; = g(e;, €;). Dann gilt

= ¢(Vw)
n
= Z ol Ve,w
i=1
n n
= Z o' ANVe,w — Z(Ji)ﬁJVeiw
i=1 i=1
n n
= Z o' ANVe,w— Z €€iaVe,w.
i=1 i=1
:‘:rI Sw

Und

n n k
(Z ol A Veiw> (X0, Xi) =D 0'(X)) - (Vew)(Xos -, XG0, Xi) (—1)
i=1

i=1 j=0
(Nach der Definition von A)
k

(VZ?:1 Ui(Xj)eiW) (Xo, ce ,Xj, ce ,Xk) . (—1)j

<
(=)

> |

(—1)7 (Vx,w) (Xo,. .-, Xj, ..., Xp).

<.
I
o

Also gilt D = d + 0. Also gilt auch

D? |qr(ary = dd + d6 + 6d + 66
=dd +dd
= Ag

5.2 Der Bochner-Laplace-Operator

Lemma 5.10. Der Laplace-Operator A : C*°(M) — C*°(M) hat folgende lokale Formel:

n

Af ==Y cileilei(f) +div(e) - ei(f)),

=1

wobei (e1,...,e,) eine lokale ONB ist und €; = g(e;, ;).
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Bewers. Benutzen
div(hX) = X (h) + h - div(X) (%)
Damit erhalten wir:

Af = —div(grad f)

= —div (Z eiei(f)ei>

i=1

— Z e; div(e;(f) - &)
i=1

=" elees( ) + div(es) - ei(f)) (s5)
=1
[l

Wir betrachten nun einen Operator auf QF(M), der so aussieht wie (), wobei e;(f)
ersetzt wird durch V,w.

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche MF mit LC-Zsh. V9. Dann induziert V9 eine kovari-
ante Ableitung V auf dem Biindel A*T* M, wie wir aus dem vorigen Abschnitt wissen:

V : T(AFT*M) — T(T*M @ A*T*M).
Betrachten nun eine kovariante Ableitung
V :D(T*M @ A*T* M) — T(T*M @ T*M @ A*T* M)

definiert durch

Vie®w) =Vo®w+o® Vw.
Zuletzt definieren wir fiir B € T(T*M ® T*M ® A*T*M) noch

Tr, B € T(AFT*M)
TrgB = Zﬁi . B(ei,ei),
i=1

wobei (eq,...,ey) eine lokale ONB ist.

Definition. Der lineare Operator
AV QF(M) = T(AFT*M) S T(T*M @ AFT* M)
S T(TM © T*M © AFT* M)
I D(ART M) = QF (M)

heift Bochner-Laplace-Operator auf QF(M).
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Satz 5.11. (Eigenschaften des Bochner-Laplace-Operators AY)
(1) AV hat die folgende lokale Darstellung:
AVw = — Z €i(Ve,Ve,w + div(e;) - Ve,w),
i=1
wobei (e1,. .., ey,) eine lokale ONB ist.
(2) FEs gilt die folgende Produktregel:

AV(fw)=f - AVw = 2Vgajw + Af -w Vf € C®(M),w € QF(M).
(8) Sei (M,g) zusdtzlich orientiert. Sei
V* : To(T*M @ AFT* M) — T (AFT* M)

der duale Operator beziglich (-,-)r2. Dann gilt:
o V¥(o®w) = —(V, sw+div(e?) -w) auf To(T*M @ AFT*M) (wobei 0¥ das duale
Vektorfeld zu o ist, das heift o(X) = g(ot, X) fiir alle X € X(M)).
e AV =V*oV auf QF(M).
(4) AV : QE(M) — QF(M) ist formal-selbstadjungiert beziiglich (-,-) 2, das heifit:

<Avw,77>Lz :/ (Avw,mde :/ <w,AV77>dM = <w,AV77>L2.
M M

Beweis. (1) Sei also (eq, ..., e,) eine lokale ONB und (o, ..., 0™) die duale Basis. Dann
gilt:

AVw = — Tr,(VVw)

= —Tr, <@ (gal ® Veiw>)

==Y Try(Vo' @ Vew + 0’ @ V(Ve,w))

=1

n n
Y Y T 6 Vet e Vet 009 0V, Vo)
i=1 j=1

== > alod(en) (Ve,o)(ew) - Vew + ' (er) o7 (ex) Ve, Vew]
1,5,k=1
> Ok Oik Ok

n

= — Z Ek[(vekai)(ek) . Veiw] — Z eh Ve, Ve, w = (%)

ik=1 k=1
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Hierbei konnen wir den ersten Summanden vereinfachen. Zunéchst gilt

(Vero')(er) = er(o'(er)) — o' (Veyer) = —0' (Ve er)
ik

und damit erhalten wir

n
E €f - Veka E €0 (Veer)
k=1

=— Z ck€ig(Ve,er, €i)
k=1

- Z er€i - ep(g(er,ei)) —g(er, Ve i) (weil V9 metrisch)
—_— —

=0
n
=€ Zek : g(eka vekei)
k=1
=¢; - div(e;)

womit sich schlieflich fiir () ergibt:

Zez div(e;) Ve, Zezveyelw

=1

(2) Fiir AV(fw) haben wir:

n

AY(fw) = =Y (Ve Ve, (fw) + div(e;) - Ve, (fw))

i=1

- _ Z e;(€i(flw+ - Vew)+div(e;) - (e;(flw + fVe,w)

= _Zez ez ez + ez(f) : Veiw + ei(f)veiw + f : Veiveiw

+ dlv(ei)ei(f)w + fdiv(e;)Ve,w]
=A(f) - w+f- AVw—2. VZ?:16i~6i(f)~6iw
=A(f) wH f - AVw =2 Vyaq jw
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(3) Sei also (M, g) orientiert und dM die Volumenform von (M, g, Ops). Dann gilt

<VW,U®77>L2 :/ (VW70®77>rdM
M

:/ Z(ai@)veiw,a@mdm
M=y

= / Z(ai,@ (Ve,w,mdM , wobei o = Za(ek) .ok
M=y

k=1

= / Z erdik - o(ex) - (Vew, mydM
M

ik=1

:/ <VZ?:1 eia(ei)eiw>77>dM

M

:/ (Vi,m)dM
M

- / (aﬁ(<w,n>)—<w,vam>) dM  (weil V metrisch)
M

= / div({w,n) - 0%) —(w,n) - div(c*) — (w, V,:n)dM  (Produktregel fiir div)
M\ ——

=0 nach Satz v. Stokes
— [ o=V divlotyhana
M

= (W, =V em — div(c?) - m) 2

=V*(o®n)
Und damit gilt auch

V*Vw = V* (Z o' ® Veiw>

=1

n
=> V(o' ®Vew
=1 77'

=— Z €i(Ve,Ve,w + div(e;) - Ve,w)
i=1
= AVw.
(4) Damit gilt auf QF(M):
<Avw7 77>L2 =

V*Vw,n) 2
Vw,Vn) e

w, V*Vn) 2
w, AVTDL?-

o~ o~~~
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0

5.3 Die Weitzenbock-Formel (Bochner-Formel) fiir den
Hodge-Laplace-Operator

Satz 5.12. (Weitzenbiock-Formel) Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit,
Ay und AV der Hodge-Laplace-Operator beziehungsweise der Bochner-Laplace-Operator
auf QF(M). Dann gilt:

Ay =AY + Ky,

wobei Ky, ein Homomorphismus (d.h. eine C*®-lineare Abbildung) auf QF(M) ist mit

Krw = Zai ol RY (e, e )w.

1<j
Hierbei bezeichnet o' - 07 die Clifford-Multiplikation und
'R(X, Y)w = (vay - VyVX - V[X,y})w.
Und mait Rijul/ = R(ei, €5,€u, 6,/) 15t
Krw = Z Rijuw - o' A (7)o" A (6)F aw,
N NTNZ

wobei die rechte Seite der Gleichung von rechts nach links zu lesen ist. (Der Ubersicht-
lichkeit halber wurden die Klammern weggelassen)

Beweis. Sei x € M und (eq,...,e,) eine x-synchrone lokale ONB um z. D.h. in z € M
gilt fiir alle X € X(U):
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Damit gilt im Punkt « € M:
Akw Satz:5.9 (C o V)Qw

n
=) (0" V)07 - Ve,w)
i,j=1
S 5.9 -
- , . .
LN 0 (Ve 0! Vew + 07V, Ve w)
i,j=1 0

n
= E o' -0l Ve, Ve,w

ij=1

n
= Zai ol Veivejw + Zai ol Veivejw + Zai ot Ve, Ve,w

i<j i>j i=1

= Z O-i ' Uj : (veivej - vejvt?i)w + Z O-i : O-i : Veiveiw)

i<y i=1

Wobei im letzten Schritt eine Indexumbenennung vorgenommen, nachdem Satz 5.9 an-
gewendet wurde, also o' - 07 + 07 - 0! = —2(0%,07) = —2§;;, d.h. 0' - 07 = —07 - o fiir
j # 1. Wiederum mit Satz 5.9, auf den letzten Summanden angewandt, erhalten wir die
Behauptung:

Apw=> 0" 0/ (Ve,Ve, = Ve, Ve, = Vie )W) = > €i(Ve, Ve,w + div(e;) -Ve,w)
= Zai ol RV (e, ef)w + AVw
1<J
= AVw + Krw.

Es bleibt nun noch, die Darstellung

n
Krw = Z Rijw - ot A (O'j)ﬁJO"u A (O’y)ﬁ_lw,
Z"j7“7y
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zu zeigen.

Zai 07 - RY (si, 85w

i<j

1 <~ i ooy

=5 Z o ol - RY(si,85)w
ij=1

1 & . . . .

=3 D (0" A=(a)) - (07 A= (07 )P )R (s, 55)w

ij=1

- Z o' Aol ARY (si,85)w + (0 2(07) ) JRY (54, 85 )w
ij=1

1
2

=0, da k + 2-Form =0, da k — 2-Form

1 < .
~3 Z o' A (09 IRV (51, 85)w

i,j=1

1 & . .
~3 Z () 207 ARY (s, 85w

,j=1

1 & .
=3 Dol A0 RY (si, s5)w
i,j=1

1 & L . .
=Y (07((al)ﬁ)RV(si,3]~)w — oI A (al)ﬁJRV(si,sj)w)
2 ij=1 )4 0=
=045 = iri¢=7

== o' A (o) RY (s4, 55)w, (%)
i,j=1

wobeil man die letzte Gleichheit einsieht, wenn man die Indizes in der zweiten Summe
vertauscht.

Behauptung: RY (s, s;)w = — Z Rijuot A (") Jw
2214

Beweis der Behauptung: Es geniigt, dies fiir w = ¢* A -+ A 0% zu beweisen. Es gilt:

Rv(si,sj)(ao‘l Ao Ao ) =) A ARY (8i,81)0™ A -+ A\ o

]
\|tvjw
I

RY (si,85)0" (8) = =" (R (56, 8))8u) = —Rijuw - €0
————

S Rijues
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Und beides zusammen ergibt

n n
RY (55, 85)w = Z Z €ay " Rijayu ™t A= Aot Aot Ao F LA N a®F
p=1lv=1

= zn:zn:RijamuO'M A (O'Oéy)ﬁJw

p=1lv=1

n
= Z RijVMO'u/\(O'a”)ﬁ_lw.
H,r=1

=€q,, ol A (0 ) w

Das zeigt die Zwischenbehauptung. Und Einsetzen in (x) liefert die Behauptung aus dem
Satz. O

Korollar 5.13. (Weitzenbock-Formel fir 0- und 1-Formen)
(1) Ag = AV, das heift Ko = 0.
(2) Ay = AV + Ric, das heifit K1 = Ric. Dabei ist

Ric: X(M) — X(M)
definiert durch g(Ric(X),Y) = Ric(X,Y) fir alle X, Y € X(M). Und

Ric : Q'(M) — QY (M)

definiert durch Ric(w)(X) := w(Ric(X)) fir alle X € X(M).

Beweis. (1) Klar.
(2)
Kiw = Rt A (ot A (V) w
Z ijpv (a7)4 (0")" 2
47,1,V w(o_,,)u

= Z Rijuwo’ A (o7) a0t 'w(w)

Z’vjuu"lj 6]"6#«]' =Sy-€y
i
= E €v - w(sy) € - R(si,85,55,5,) 0
7:7j71j

— Z €, - w(sy) - Ric(s, s,,)ai
= Z Ric (si, Z € - w(Sy)Su)Ui

wh

= Zg(Ric(wﬁ), s;)0"
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— (Rie(w?))
= Ric(w)

0

Als néchstes moéchten wir zeigen, dass auf orientierten Mannigfaltigkeiten M ohne Rand
gilt:

{we QF(M) | Ayw =0} ~ HEL(M,R),
wobei HEL (M) = {w € QF(M) | dw = 0}/{w € Q¥(M) | 3o € QF1(M) do = w} die
k-te De-Rham-Kohomologie ist.

Dazu betrachten wir zundchst die Gardingsche Ungleichung als Anwendung der Weitzenbock-
Formel.

Sei (M, g) eine kompakte, zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand
und sei QF(M) mit dem Skalarprodukt (-,-);2 versehen. Dann heift

J
l
lwolF := > IVl prtoarrenry:
=1

die j-te Sobolev-Norm von w, j > 0, wobei Viw:=V...Vw.
~——
[—mal
Die Vervollstindigung H7(A¥T+ M) von (Q¥(M), | - ;) heikt j-ter Sobolev-Raum.
Dann gilt:
e Fiir alle i < j gilt [|wl||; < |Jw]j, das heifst

— HI(AM(T* M) & HIZYAR(T*M)) 5 HI2(AR(T*M)) 5 ... 5 HOAF(T* M)

ist eine Folge stetiger Einbettungen.

e Es gilt sogar mehr. Satz von Rellich:
Die Einbettung HJ (A*(T*M)) % H(AF(T*M)) fiir i < j ist vollsténdig (kom-
pakt), das heifst das Bild beschrinkter Mengen ist relativ kompakt.

Lemma 5.14. Sei {U,}aer eine endliche Uberdeckung von M durch Normalenumge-
bungen mit der Zerlequng der 1 {©a}. Fiir w € QF(M) bezeichne wq = @ow. (Das heifit
suppwq ist kompakt und liegt in supp ¢, C U, ) Bezeichne

Helll; = lwalls-

ael

(Das ist wieder eine Norm) Dann sind || - ||; und |||-|||; auf QF (M) dquivalent.

Beweis. Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. U
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Im Folgenden werden wir die Aussage fiir 1-Formen verwenden.

Satz 5.15. (Gardingsche Ungleichung) Sei (M, g) eine kompakte, zusammenhingende,
orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann gilt fir alle k-Formen w €
[wll2 < const -([[wllo + (| Axwl|o)-

Beweis. Schritt 1: ||w|l; < const-(||w|lo + [[(d 4+ §)w]|o)

Durch Anwendung der Weitzenbdck-Formel erhalten wir:
/ (Apw,w)dM = / (V*Vw,w) + (Kyw,w)dM
M M
Und fiir den rechten Term gilt

CSuU
[(Krw,w)| < IKkwlle - [lw]l
< 1Kk - [leoll®
2
<O lwllz,

wobei < ||Kg|| wegen Kompaktheit von M existiert. Also gilt:

/(Akw,w>dM§/ <w,w>dM—c./ w|[2dDM.
M M M

Damit also
I(d + o)l :/ (((d+0)° w,w)dM > |[Vw|§ = C - |[wlf3
M N>~
=A},
beziehungsweise

IVwllf < C - llwll + I1(d + 8)w|3.

Damit erhalten wir schlieflich fiir ||wl|1:

|wl|? = ||Vw]3 + w]?
= const -(||wl|3 + [|(d + 6)wl[?)
= const([|wllo + [|(d + §)w|lo)?

Und damit folgt die Behauptung.
Schritt 2: [jwl||2 < const -(|lw]]1 + [[(d+ d)w]|1)

1. Fall: Sei U C M eine Normalenumgebung, V' C U mit cl(V) C U kompakt. Sei
w € QF(M) mit suppw C cl(V) C U. Dann:
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IVVelz =3 /U | (YY) (s50,-..) |2dM

il

VSi ((V"J(Sl))_sti Slw

A—Ungl.
g 2n(znvsivslwna+ ™ (Vs ) -nvsrwna)
T

il

<const auf clV, da clV komp.

< const - </ S IVIsw|Z+d ||vsrwlli) dM
U l T

= const - ( Z ||Vslw||% +||VW||%))

L Sehritt 1

= const-(wlly + 3 + 8V,
l

wobei wir den Faktor 2n wegen (a + b)? < a? + b? erhalten.

Behauptung:
1(d+ 6)Vo]3 < const- (Vs (d + 6)[3 + lw]]3)

Beweis der Behauptung;:
(d+6)Vgw = (coV)Vzw
= Z oo Vs, Vgw

= Z o' 0 (Vs Vs,w + Viss,s@ + RY (54, 51 )w)

= Z {Vsl(ai oVsw)+ Zg([si, s1],5r) - Ve.w + ot - RY (si, sl)w}

= Vs (d+d)w + Zg([si, s1], sr)Vs,w + Z ot - RY (si, s1)w

T,

Wenden wir nun auf beiden Seiten die Norm an, so erhalten wir:

1(d + 0)Vswl§ < const(|[ Ve, (d + 8)wlF + D IVs.wll§ + w])

=l
Also

IV < const- (D 1Ve(d + dllf +wllf )
l

=[V(d+8)wll3
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Und damit folgt die Behauptung:
lol3 = IVVwl§ + [IVwll§ + lw]l§ < const -(lwlff + [I(d + )wlf?)
N— ——
=[lwll?

2. Fall: Sei w beliebig.

Dann nehme eine Uberdeckung von M durch Normalenumgebungen {U, }aes mit Zerle-
gung der 1 {4 }acr. Dann gilt

w= Z Do W
acl _.,
Wende den ersten Fall auf die w, an und benutze die Aquivalenz von |||-|||, und | - [|1.

Schritt 3: Behauptung: ||w|l2 < const -(|jw|lo + [|Arw]lo)

Schritt 2
lwllz < const([lwlly + [[(d 4 d)wll1)
Schritt 1 5
< const-([lwllo + [[(d + S)w]| + [|(d + 6)"wllo)
Und
1(d + 8llwl[lg = {(d + 8)w, (d + 6)w) 12
— ((d+ 6)%w,w)
CSsU )
< [ (d+8)wlo - lwllo
——
=A,
1 2
< 5 - (1Al + flwllo)
und das zeigt die Behauptung. O

5.4 Fakten iiber elliptische Differentialoperatoren

In diesem Abschnitt sei stets E ein R- oder C-Vektorbiindel iiber einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) und (-,-) eine positiv-definite Biindelmetrik.

Definition.

e Ein Differentialoperator von Grad < k auf E ist ein linearer Operator D : I'(E) —
I'(E), so dass zu jedem x € U eine Karte (U, p(z1,...,x,)) und eine lokale Trivia-
lisierung

¢:E|ly=>UxV
existieren, sodass D lokal folgende Form hat:

|l
¢ODO¢_1:ZG(1’§? (*)

la|<k

mit aq, € C°(U,R™™), m =dim V.
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e Man sagt, dass D den Grad k hat, wenn er vom Grad < k, aber nicht vom Grad
<k —1 ist.

e Das Hauptsymbol eines Differentialoperators von Grad k ist fiir jedes x € M,
& € TF M eine lineare Abbildung

o(D)e: Ey = E,

definiert durch o(D)¢(e) = % - D(f* - s)(z), wobei f € C®(M), f(z) =0, df, =&
und s € I'(E), s(z) =e.

Lemma 5.16. Sei D ein Differentialoperator vom Grad k mit der lokalen Form (x) um
x. Dann gilt fiir sein Hauptsymbold:

¢po(D)ed™ = > ag(x)- £,

|a|=k
wobei & =Y E4d;.
Beispiel:
M=R" D=0+ 0 E-R"xV.
Dann ist
0 af ds of 0s
D 2 - (2 L _d 2, Y2 —J . 2, 72
(f S) 8:L‘1 < f 8:L‘2 f 8:L‘2> + f 0 S+f 81‘1
rw=0, 0f Of
8951 8952
Also

Satz 5.17. Es gilt:

Beispiel:

e 0(Vx)e = &(X)

o o(d+8)e = c(€)

o 0(Ay) = 0(AY) = —g(¢%, €% id
Definition.

e Ein Differentialoperator D heift elliptisch, wenn Vo € M, V¢ € T M \ {0} die
Abbildung o(D)¢ : E; — E, ein Isomorphismus ist.
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e Ein Differentialoperator zweiter Ordnung heift vom Laplace-Typ, wenn o(D)¢ =
—g(€F,€%)id ist.
Bemerkung: Jeder Operator von Laplace-Typ ist elliptisch.
L?-Riume:

Sei To(E) := {s € T'(E) | supp(s) C M kompakt}. Auf T'q(E) haben wir das L>-
Skalarprodukt:

(5,6) 2 = /M<s(x),t(a:)>dM.

L?(E) :=Vervollstindigung von ([o(E), (-,+)z2) ist ein Hilbert-Raum.

Dann ist ein Differentialoperator D : To(E) C L?*(E) — L?*(E) ein unbeschriinkter
Operator. Das heifit, er lisst sich nicht stetig auf L? fortsetzen.

Das Spektrum eines elliptischen Operators:

Sei P:T(E) C L?(E) — L*(E) ein linearer Operator.

Definition. Im Folgenden sei

o(P):={\eC|Py:=P—\-id ist injektiv, IM(Py) C L*(E) ist dicht und
man kann Py ' : $(Py) — L*(E) zu einem stetigen Operator auf L?(E)

fortsetzen}
und spec(P) :=C\ o(P).

Bemerkung: Fiir einen linearen Operator L : V' — V auf einem endlich-dimensionalen
Vektorraum V' gilt

spec(L) = EW(L) = {\ € C | Ly nicht injektiv}.
Das gilt aber im Allgemeinen nicht.

Definition. Ein linearer Operator P : I'o(E) — I'g(E) heift formal selbstadjungiert,
falls Vs, t € T'(F) gilt:

(PS,t)LZ = (S,Pt)LQ.

Satz 5.18. Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Sei E —
M ein Vektorbiindel mit positiv definiter Biindelmetrik und D : To(E) C L*(E) — L?*(E)
ein formal-selbstadjungierter, elliptischer Differentialoperator. Dann gilt:

(1) spec(D) = EW(D)
(2) spec(D) C R ist diskret und es gilt sogar

spec(D) = {0 < |A1] < |A2| < -+ — o0}

(8) Die Figenriume sind endlich-dimensional und bestehen aus glatten Schnitten und es
ezistiert ein vollstandiges ON-System (sj)jen aus Eigenschnitten, das heifst

cl(span{s;}) = L*(E).
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Regularitét elliptischer Differentialoperatoren:

Definition. Eine Distribution auf FE ist eine lineare, stetige Abbildung L : I'g(E) — R,
das heifst Ie > 0 mit ||Ls|| < ¢ - [|s].

Die Menge aller Distributionen bezeichnen wir mit D'(E).
Bemerkung: Sei s € I'(F). Dann ist

LS : Po(E) — R
Lo(t) = (t,8) 2

eine Distribution.

Definition. Eine Distribution von diesem Typ heifit glatte Distribution.

Sei nun D :=T'4(E) — I'y(E) ein Differentialoperator. Dann kann man D fortsetzen zu
D':D/(E) — D'(E)

vermittels (D'L)(s) := L(D*s), wobei D* der zu D formal adjungierte Operator ist, das
heifit
(Ds,t)r2 = (s, D*t)2Vs,t € To(E).

Bemerkung: Ist L = L, glatt, dann gilt:

(D'L)(t) = Ly(D*1)
= (D*t,s) 2
= (t,Ds)p2
= Lp,(1),

das heikt D'Ls = Lp,.
Definition. Eine Distribution heifit schwache Lésung von
Ds = s, (DG)
wenn gilt: DL = Lg,.
Bemerkung: Ist L = Ly, so gilt:
L schwache Losung von (DG) < s ist Losung von (DG).

Satz 5.19. (Regularititssatz) Sei D : I'o(E) — T'o(E) ein elliptischer Differentialope-
rator und so € T'o(E) und sei weiter L eine schwache Liosung von (DG), so ist L eine
glatte Distribution.
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5.5 Satz von Hodge und Anwendungen
Definition. Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnung
HF (M) = {w € QF(M) | Apw = 0} = Ker A,

und w € H*(M) heift harmonische Form.

Sei M™ eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit. In diesem Abschnitt wollen wir
zeigen, dass in jeder Kohomologieklasse c € H f) r(M;R) genau eine harmonische k-Form
existiert, d.h., dass HF o(M;R) ~ H*(M) gilt.

Satz 5.20 (Theorem von Hodge). Es sei (M"™,g) eine geschlossene Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und 0 < k <n. Dann gilt:

1) Fiir den Raum H*(M) der harmonischen k-Formen gilt dim H*(M) < oco.

2) Der Raum QF(M) der k-Formen zerlegt sich in folgende beziiglich (-,-);2 orthogo-
nale Summe:

QF (M) = HEM) B A, (Qk(M))
— HEM)ed (Qk—l(M)) @6 (Qk“(M)) .
Insbesondere hat die Differentialgleichung
Apw = «, o € QF (M) gegeben,
genau dann eine C>®-Lisung, wenn o L HF(M) ist.

Beweis. 1) Da Ay, auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten elliptisch ist und M geschlossen
ist, folgt sofort, dass H*(M) endlich-dimensional ist. (Spektraltheorie elliptischer Ope-
ratoren auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten)

2) Beh.: Es gilt Imd L Imd L Ker Ag:
Wegen d* = § gilt
(dw,d0) = (ddw, o) =0,

womit I'md L I'm ¢ bewiesen ist.
Sei nun o € Ker Ag, d.h.; es gelte Ao = 0. Dann gilt

0= (Aro,0) = ((d§ + 6d)o, o) = ||do||* + |0
und damit do = do = 0. Daraus folgt

(dw,0) = (w,00) = 0.
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Also gilt Imd 1 Ker Ay.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass
QF (M) = HE (M) @ A, (Qk(M))
gilt. Dazu betrachten wir die Zerlegung des Vektorraumes (QF(M), (-,-);2) in
QF(M) = HF (M) & HF(M)*.

H¥ (M) ist nach 1) ein endlichdimensionaler Vektorraum, also abgeschlossen. Damit folgt

(
(

(M))*

(M

L2 (AkT*M) = HHM) @ (HF(M)
= QM) = HEM) & (HEM)E N Qk (M)

::7—%l

Es bleibt also zu zeigen: Hi- = Im(Ay). Zuniichst zeigen wir Im(Ay) C Hj-:

Sei w € ker(Ay), o € QF(M). Dann gilt:
0= (Arw,0)2 = (w, Ago) 2
d.h. Im(Ag) L ker(Ag).
Nun zu H;- C Im(Ayg). Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.
1.Schritt: Behauptung: Yw € Hi : ||lw|z2 < cf|Agw]|f2

Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann existiert eine Folge (wy)neny C ”H,J; mit
lwnllzz =1 und |lwy||z2 > n||Agwn||z2. Das heift

n— o0

Apw, "0 in L?
Mit der Gardingschen Ungleichung folgt

lwnlle < é(l[Arwnllzz + llwnr2)
= walz < ¢

d.h. (wp)neny C H?(M) ist beschrinkt. Mit dem Satz von Rellich gilt: H? — L? ist
eine kompakte Abbildung. Daraus folgt, dass (wp)nen C L? relativ kompakt ist d.h
cl(wn)nen ist kompakt, also folgenkompakt. Damit existiert eine Teilfolge (wy;)jen die in
L?(M) konvergiert. Also konvergiert auch (wy;,n) 2 fiir alle n € L?. Wir definieren eine
Distribution L wie folgt:

L(n) == lim (wy,,n) 12 Vi € QF (M)

j—o0
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e [ ist linear
o [L(n)| = lim [(wn;,m)r2] < Im |lwn,|[r2(nllze = lInl 2
]—)OO ]—}OO
Damit folgt L € D'(AT*M).
Behauptung: L ist schwache Losung von Agw = 0.
ApL(n) = L(Apn) = lim (wn;, Apn) e

]—)

= lim <Akwn M) 12

]—)OO

= 0

Aus dem Regularititssatz folgt, es existiert ein w € QF(M), so dass L = Ly, = (-,w) 2.
Also gilt fiir alle n € QF(M):

<777w>L2 = lim <wn 777>L2
]—)
= (lim wy,;,n)r2
J]—00
=w = lim w,, weil Q*(M) c L*(AFT*M) dicht liegt
Jj—00

Da weiter (wy,.)ien C ’HL und M abgeschlossen ist, gilt damit w = lim W, € M
J Jj€ k g g ]—)OO k-

Aber andererseits gilt Ay L, = 0, dass heift Apw = 0 also w € H*(M) und damit w = 0
dies ist jedoch ein Widerspruch zu [jw,, || = 1 fiir alle j € N.

2. Schritt: Hi C Im(Ay).

Sei w € Hj gegeben. Wir miissen zeigen, dass ein a € QF(M) existiert mit w = Aga.
Dazu konstruieren wir zunédchst eine Distributionenlésung auf einem Unterraum. Sei

LALQE(M)) — R
Ara = (w,q)r2

Angenommen es existiert eine Losung von Apa = w. Dann wiirde gelten

(ArLa)(B) = (Akﬂ)
= (B >

e [, ist wohldefiniert: seien o, & mit Apa = Ar& Dann gilt

Apa— Apé =0 dh. o — & € HF¥ (M)
= 0= (o,w)e —(d,w)e dawe Hy
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o [, ist linear und es gilt:

| L (Aga)| = [w,a)p2|

= | (w, projyr ) 2 +(w, proth a)re2l

—_———
=0
csu ,
< wliellprojygallz:
Schritt 1
<

lwlizz - ¢ - | Axprojy Lol
= w2 - cllArallz
——

=const

Damit ist aber L, eine lineare stetige Abbildung L, : Ax(QF(M)) — R.

Wir nutzen nun den Satz von Hahn-Banach: Sei (X, ||-||) normierter Vektorraum, Xy C X
Unterraum und f : Xy — R linear und stetig. Dann existiert eine Fortsetzung von F' :
X — R ebenfalls linear und stetig. Also existiert in unserer Situation L € D'(A*T*M),
so dass

L|Aka - Lw
Behauptung: L ist schwache Losung von Axa = w. Denn es gilt:
(ALL)(n) = L(Awn) = Lo (Arn) = (n,w)r2 = Lu(n)

Und aus der Regularitit folgt: es existiert ein o € Q¥(M) mit L = L, d.h. Aga = w.
U

Bemerkung: Wenn man im Satz von Hodge auf die genauere Zerlegung
ImA; =Imd®Imd

verzichtet, haben wir nur Eigenschaften elliptischer Differentialoperatoren verwendet. Die
Aussagen gelten also allgemein fiir diese.

5.6 Greensche Operatoren

Im Folgenden definieren wir die ,Inverse zu Ay auf H*(M)*.

Definition. Wir definieren den Operator G : Q¥(M) — HF(M)*+ c QF(M) so, dass fiir
a € HE(M)*, Ga die eindeutige Losung w von

Agw = a — projyr (@) (*)
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im Raum H*(M)* ist. D.h., fiir Ay : H* (M)t — HF (ML ist

-1
G:= (A|Hk(M)i) o pI’Oij(M)L .
G heillt Greenscher Operator zu Ay.

Bemerkung 5.21. (x) ist eindeutig losbar: Nach dem Satz von Hodge (Satz 5.20) exis-
tiert ein w € QF(M) mit

Agw = o — projyr e € HE (M)
Seien wy,wy zwei Losungen von (x). Dann ist wy — wy € HF (M) und es gilt
(:UVZ' = wi—pT’Oij(M) (wl) EHk(M)J_, 1= 1,2

Daraus folgt

Wi—Wy = wi—w— projuan (@i) + rojaan (w2)
= (w1 —w2) — pTOij(M) (w1 — w)
= 0.

Bemerkung 5.22. Man kann Folgendes zeigen: G ist linear und beschrankt, selbstad-
Jungiert und kompakt. (— Funktionalanalysis)

Satz 5.23. Der Greensche Operator G kommutiert mit allen Operatoren, mit denen auch
Ay kommutiert, insbesondere mit d, § und Ay,.

Beweis. Sei T : QF(M) — QF(M) ein linearer Operator und es gelte TA;, = A,T. Nach
Definition ist
—1 .
G:= (A|’Hk(M)J—) o pl”OJHk(M)J_ .
Aus
TA, = AT
Ay (Qk(M)) = HE M)
folgt
T (’Hk(M)) c HR M),
T (’H’f(M)i) C ImAy, = H (M) .

Also kommutiert 1" mit progjykapr und Aqpe s sowie (AH;C(MH) und somit auch
mit G. O
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Satz 5.24. Sei (M",g) eine geschlossene orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Dann gilt:

In jeder De Rham-Kohomologieklasse ¢ € HIE)R(M;R) existiert genau eine harmonische
k-Form (0 < k <n).

Beweis. Sei oo € QF(M) beliebig. Nach Definition des Greenschen Operators G gilt
AGa = a — projyrnya =: & — agk(ap).-

Dann ist

a=AGa+ aypy = dé Ga+8dGa + agryy =" d(8 Ga) + 0Gda + aggeay)-

Existenz: Ist [a] = ¢ € HE (M), d.h., gilt da = 0, so folgt o = d(6 Ga) + gk (arys by
[a] =[x )] = ¢, agrn € HE(M).

Eindeutigkeit: Es seien 31,82 € H¥(M) und es gelte [B1] = [32] € HkDR(M). Dann
existiert ein o € Q¥"1(M) mit 31 — B2 = do. Da H*(M) L Imd ist, folgt 1 —B2 = 0. O

Satz 5.25 (Poincaré-Dualitét fiir die De Rham-Kohomologie). Sei M™ eine geschlossene
orientierte Mannigfaltigkeit. Dann ist die Abbildung

¢ Hpp(M) x Hpp' (M) — R
[w] X [o] /w/\a

M

eine nicht-ausgeartete Paarung. Die De Rham-Kohomologiegruppen HIE)R(M) und Hl");%k(M)
sind isomorph.

Beweis. Die Definition von ¢ ist korrekt. Es sei w € HY , und o € Hg;zk(M) Dann gilt
fiir @ := w4+ do und 7 := o + dB (wobei a € Q71 3 € Q"F~1) wegen dw = do =0

/&/\Ef = /(w/\a+da/\a~l—w/\dﬁ+da/\dﬁ)
M M

_ /(w/\a—i—d(a/\a)+d(w/\,6’)ﬂ:d(04/\d/3))-
M

Da M geschlossen ist, folgt mit dem Satz von Stokes [ WA T = [wAo.
M M
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nicht-ausgeartet: Sei [n] € Hp *(M). Wihle 7 € [5] harmonisch. Damit gilt
0 = <Ak’ﬁ’77>L2 = <d777 dﬁ>L2 + <5ﬁ’5’f/>L2
= di=0,0n1=0
Betrachte nun *7) € Q¥(M). Dann gilt d(+7) = & x (6) = 0. Damit folgt [+7)] € HY,(M)
und [, %7 A7 = [, (7,9)dM >0 O

Eigenwertabschitzungen fiir A, A; und geometrische Folgerungen

Voraussetzungen: Sei im folgenden (M", g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit die ori-
entiert, zusammenhiingend, ohne Rand M = () und kompakt ist. Dann ist (Q¥(M), (,)2)
ein Prihilbertraum mit Vervollstindigung L?(AXT*M). Somit ist

A s QF (M) — QF(M)
ein elliptischer Differentialoperator. Dann gilt fiir

o(Ap)e = —g(&%, %) idprpeps

wegen g Riemannsch, dass o(Ay)e : AFT*M — A*T*M ein Isomorphismus ist fiir alle

§#0.

Weiter ist Ay formal-selbstadjungiert. Daraus folgt

1) Das Spektrum von Ay besteht nur aus Eigenwerten von Ay, die Eigenwerte sind
reell und haben endliche Vielfachheit.

2) Der Hilbertraum (L2(A*T*M), (,);2) hat ein vollstindiges Orthonormalsystem aus
glatten Eigenformen von Ag.

Definition. Wir bezeichnen

HEM) = {we QF(M)|Apw = 0} die harmonischen k-Formen
PF(M) = {we Q¥(M)|Vw =0} die parallelen k-Formen

Dann gilt:
1) nach Satz 5.8 P¥(M) Cc H*(M), denn

k
(dW)(Xo,...,Xk) = _Z(Vsz)(X()valv)Xk’) und
=0
(bw)(X1,... . Xpe1) = — Y (Vew)(ei, X1,..., Xp_1) wobei eq,... e, ONB
=1

d.h. aus w € P¥(M) folgt dw = 0 und dw = 0, also Ayw = 0.
2) Mit Stokes: HY(M) = {f|f € C*°(M), f konstant }
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3) Es gilt
HMM) = Hip(M,R)
wy < [w]
wy sind bestimmte harmonische k-Formen in [w]. Damit gilt
dim H* (M) = b(M) := dim H,(M,R)
d.h. dim H¥(M) ist eine topologische Invariante.
4) Die Eigenwerte von Ay liegen in R>g. Sei Agw = Aw mit w # 0 (d.h. A Eigenwert
von Ag). Denn
Mwllz: = Ow,w)pe
= (Apw,w)re2

= /(Akw,w>AkT*MdM
M

= ((dé + 0d)w,w) e

= (0w, ow)r2 + (dw,dw) 2

= [l6wl|Zz + [ldw]|Z2

18wl 2 + lldwll7
]|
Satz 5.26. Sei (M™, g) eine orientierte, zusammenhdngende, kompakte Riemannsche
Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann gilt:
1) Ist Ric > 0 dann gilt
a) HY(M) = PY(M) d.h. jede harmonische 1-Form ist parallel
b) dimH (M) < dim(M) =n
dimHY (M) = n < M ist isometrisch zum flachen Torus

2) Gilt Ric > ¢ > 0 fiir eine Konstante ¢, dann gilt fir alle Eigenwerte von Ay, dass
A > c. Insbesondere ist H' (M) = {0}, d.h. by(M) = 0.

= A\ >0

Beweis. Wir benutzen die Weitzenbock-Formel fiir Aq:
A= AV 4 Ric
=V*oV
Wobei hier und im weiteren V = VEC. D h. fiir alle w € Q'(M) gilt:
<A10.),O.)>L2 = /(Alw,w>dM
M
= /(V* o Vw,w)dM + /(Ric(w),w>dM

M M
= |Vwllf: + (Ric(w),w)r2  (¥)
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Ric > ¢ bedeutet: (Ric(w),w) 2 > c{w,w)2Vw # 0 < Ric(X, X) > cg(X, X)VX # 0.
1) Es gilt Ric > 0 und damit fiir alle w € Q'(M):

(Ricw,w)rz > 0 2 (Ayw,w)pe > V|2

Sei also w € H!(M). Dann folgt aus (Ajw,w)r2 =0 > |[Vwl||2, > 0 (da (,) positiv
definit):

[Vwl|2: =0= Vw=0=we PY(M)

Dann gilt auch dimP(M) < n, denn die Differentialgleichung Vw = 0 ist eine
lineare DGL 1. Ordnung in w und die Losung ist durch die Anfangswerte in einem
Punkt eindeutig bestimmt. Damit gilt

dim P (M) < dim A'T*M =n

Sei nun dim P!(M) = n. D.h. es existieren linear unabhiingige 1-Formen wy, . .., wy,
auf M mit Vw; =0, ..., Vw, = 0. (linear unabhéngig bedeutet hier: wy(p), ..., wy(p)
ist Basis in AJT*MVp € M). Seien X; = wl# € X(M) dh. 9(X;,Y) = wi(Y)VY €
X(M). Damit gilt

eX1(p),...,Xn(p) sind linear unabhéngig Vp € M
oV, =0 VX, =0

Behauptung: Dann gilt RY = 0, denn

RI(v1,v2,v3,04) =0 v; = ijin(p)
=

= 0= > &y LR, X))
J1yeesga=1

und es gilt R(X,Y,Z, W) = 0 wenn X,Y,Z W parallel sind. D.h. ist PY(M) =
dimH1 (M) = B (M) = n, dann ist R = 0 d.h. die Schnittkriimmung von (M, g) ist
Null. Nach dem Klassifikationssatz fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten konstanter
Schnittkriimmung (Kap. 5) folgt nun, dass (M",g) isometrisch zu R™/T". Wobei
(R™, (,)rn) der euklidische Raum und

diskrete UG
e Tsom(R", (, )gn)
—_— ——m—

=E(n)=0(n)xR"(f(z)=Az+z0)

Seien nun Xj,..., X, linear unabhéngige parallele Vektorfelder auf M. Wir defi-
nieren X; € X(R"™) durch

Xi(p) = (dmp) " (Xi(7(p)))
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Da 7 eine Isometrie ist und die X; parallel sind, sind auch die X; parallel. Also
sind X; konstante Vektorfelder auf R".

X;(p) = a; (ai,...,ay) sind linear unabhéngig
Da Xi,..., X, Lift von Vektorfeldern auf M und M = R"™/T folgt fiir v € T:

dyp(Xi(p)) = Xi(v(p))  VpEeR"

Vy eI gilt dyy(a;) = a; i=1,...,n
~ ist Translation auf R"

I' € R™ ist diskrete abelsche Untergruppe
I ~7zF

= M=R"I'=TFxR" "

Pl

Und da M kompakt ist folgt also k = n und somit ist M ~ T™ = R"/Z"™ der flache
Torus.

2) Sei Ric > ¢ > 0. Dann gilt wegen (x):

(Aw,w)re = |[[Vwl|72 + (Ric(w),w) e
> [Vwlie +cllwlfs (%)

Sei A Eigenwert von Ajp, d.h. es existiert w # 0 mit
Aiw = dw
Setze diese Eigenform w in (x%) ein, dann folgt

Mwllzs > e|lwliz,
N——"

#0
= A>c

= dimH' (M) =p(M)=0

Anwendung auf Killing-Vektorfelder kompakter Riemannscher
Mannigfaltigkeiten

Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit.
X e Rill(M,g9) < Lxg=0
Und es gilt

(Lxg(Y,Z)) =g(VyX,Z)+ g(Y,VzX)
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Weiter bezeichnet Isom(M,g) die Isometriegruppe von (M, g) mit dimIsom(M,g) <
$n(n+1) mit der Lie-Algebra Rill.(M, g) der vollsténdigen Killingfelder. Ist M kompakt,
dann ist jedes Vektorfeld vollstdandig, d.h.

LA(Isom(M,g)) = Rill(M, g)

Satz 5.27. Sei (M™,g) kompakte, zusammenhingende, orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit ohne Rand. Dann gilt:

1) Ist Ric <0, dann gilt
KUl(M,g) =P(M,g) ={X € X(M)|VIX =0}

d.h. dim &il(M", g) < n.
2) Ist Ric < 0, dann gilt

Rill(M, g) = {0}

d.h. die Isometriegruppe ist diskret (insbesondere endlich da Isom(M,g) kompakt).
3) Ist Ric = 0, dann gilt

dim Kill(M, g) = dimIsom(M, g) = dim H}: (M) = B, (M)
Beweis.  a) Behauptung: Sei V' € Rill(M, g), dann gilt:
VyVeV =R(Y,U)e : X(M) = X(M)

Nach Satz 3.23 gilt: V € Rill(M,g) genau dann, wenn V.V : X(M) — X(M)
schiefsymmetrisch ist, d.h.

0=g(VxVY)+g(X,VyV) (%)

Sei J : X(M) — X(M) ein 1-1-Tensorfeld. Dann ist auch VxJ : X(M) — X(M)
ein 1-1-Tensorfeld. Es gilt:

(Vx)(Y) =Vx(J(Y)) = J(VxY)

wir leiten () nach einem Vektorfeld Z ab. Sei dazu p € M und X, Y, Zp—synchrone
Vektorfelder auf M. (damit (VxY)(p) =0,[X,Y]=0) In p € M gilt:

0=9(VzVxV)Y)+g(VxV,VzY)+g(X,VzVyV)
Durch zyklische Vertauschung von X,Y, Z erhélt man

0 = g(VxVyV,Z2)+g(Y,VxV V)
= —g9(VZzVxV)Y) - g(X,VzVyV)
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Durch Aufaddieren erhélt man in p € M
0=g(RIX,Z2)V.Y) +g(RI(Y,2)V,X) + g(RI(X.Y)V,Z) + 29(VyVxV, Z)
Daraus folgt

20(VyVxV,Z) =  RIX,ZY,V)+RIY,Z, X, V)+RIX,Y,Z,V)
= RI(X,Z,Y,V)+ RIY,Z, X, V) + RI(X,Y, Z,V)
+RI(Z,X,Y,V) - RYZ,X,Y,V)

1. Biancci 2RI(X, Z,Y,V)
Also
g(VyVxV,Z) = RIY,V,X,Z)
= g(RI(Y, V)X, 2Z) VZ € X(M)p — synchron
Damit gilt

VyVxV =RI(Y, V)X
= Vy(VXV)—VvYXv:Rg(Y, V)X
———
=0inp
Vy(VeV)=RI(Y,V) e im Punkt p VY € X(M) p — synchron
Vy(VeV)=RI(Y,V) e VY € X(M) (wegen tensoriell)

4ol

Behauptung: Sei V' € RKill(M, g), dann gilt
Ric(V, X) = g(AY'V, X)

Wobei AV? := (V9)*V9 der Bochner-Laplace-Operator auf (T'M, V9) ist. Denn:
fiir eine lokale ONB s1,..., s, gilt
RIC(‘/,X) = ZRQ(Si,V,X, 87;)

i=1

= =) g(R(si,V)si, X)
i=1

—_
~—

=37 (Ve (VV)(s:), X)
=1

Daraus folgt

RIC(VY, X) = — Z g(VsiVsiV - vvsisiv’ X)
=1
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n n
Es gilt > Vs = > div(s;)s; und damit
i=1 i=1

RiC(V, X) = g< — Z vSivsiV - div(si)vsiv) X>
i=1

=AVV
= —g(AVV,X)

1) Zum Beweis von 1): zu zeigen: Ric < 0 = Rill(M, g) = P(M, g)
Sei V € P(M,g), dann gilt V € Rill(M, g) da VV schiefsymmetrisch ist.

Sei nun V' € Rill(M, g) und V # 0, dann gilt

oz/Ric(V,V)dM = /g( AV V,V)dM
M M =V'V

- / g(VV,VV)dM
M

- / IVVIPAM (+)
M

Damit folgt, da g Riemannsch:
[VVIP=0=VV =0=V eP(M,g)
2) Zum Beweis von 2)

Sei Ric < 0, dann gilt fiir alle V' € Kill(M, g) mit V # 0 nach (x)

0> /Ric(V, V)dM :/||VV||2dM
M M

Widerspruch zu g Riemannsch, also gilt Kill(M, g) = {0}

3) Zum Beweis von 3). Sei Ric = 0, mit 1) gilt dann Rill(M,g) = P(M,g). Bleibt
zu zeigen: P(M,g) ~ H'(M) (nach Hodge-Theorie gilt dim H!(M) = $1(M)). Es
gilt:

Ve P(M,g) = VP e QY(M) fiir die zu V duale 1-Form gilt VV? = 0
HESE gyt = 0,6V =0
= AVP=0=VPeH (M)
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Sei nun w € H1(M), d.h. Ajw =0 und V = w? das zu w duale Vektorfeld. Bleibt
zu zeigen VV = 0. Mit der Weitzenbock-Formel fiir Ay gilt

Ao = AVD+ Ric(@)
= /( OYdM = /AV~ 3

- / (Ric(@),@)dM (%)
——
Ric(@# o#)
Wenden wir (xx) auf die harmonische 1-Form w an erhalten wir
0= (AVw,w)p2 = (Vw, Vw2 = | Vw2,
und da ¢g Riemansch ist folgt wiederum Vw = 0 also auch VV = 0. D.h.
Ril(M,g) ~P(M,g) — HYM)
Vo VP

ist ein linearer Isomorphismus.

5.7 Theoreme von Lichnerowicz und Obata

Sei (M™, g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ric > ¢(n — 1) - g wobei
¢ > 0 konstant ist. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass dann fiir den ersten
positiven Eigenwert \; des Laplace-Operators Ag gilt

)\1 (Mn7g) 2 n-c,

und das Gleichheit genau dann vorliegt, wenn (M", g) isometrisch zur Sphére S"(c) mit
der Schnittkriimmung c ist.

kein EW /
| | | >
0 ne

Beispiel 5.28.

1) Ist (M™, g) ein Einstein-Raum mit positiver Schnittkriimmung R, d.h., es gilt
R
Ric=—-g
n
, S0 ist

R

() (M7 9) > —=.
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2) Betrachte S™ C R™™! mit induzierter Riemannscher Metrik. Dann ist die Schnitt-
kriimmung gleich 1. Es gilt

spec(Ng, S™) = {k(n+k—1)|k € No}
= {0,n,2(n+1),...}

Damit gilt A;(Ap, S™) = n = nC und die Eigenfunktionen zu A\; = n sind

fo(x){(z, V)Rt

Satz 5.29 (Lichnerowicz). Sei (M",g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Ric > ¢(n —1)g, wobei ¢ = const. > 0 ist. Dann gilt

AL (M™,g) >n-c.

Ist f € C®(M) eine Eigenfunktion mit Aof = nc- f, so gilt Hess f = a- g mit a €
C>®(M).

Beweis. Sei f € C°(M)und V = VL€ der Levi-Civita-Zusammenhang. Hess f := V(df) € X%°(M)
ist symmetrisch,

Hess f(X,Y) = (Vx(df)) (Y) = X(df (Y)) = df (VxY).
Fiir jede Bilinearform B auf einem Euklidischen Vektorraum gilt
(tr(B)* <n-|IB|* (%)

Gleichheit tritt genau dann auf, wenn B = « (-, ) ist, denn aus

2
tr(B)® = <Z au) =Y ai+ ) 2aua
i i i<j
IBI* = > a,
7
folgt sofort
2
(Sui) <n 3yt
7 7
bzw.

0<) (n—1)a; —2> asaj;=> (ai — aj;)°.

7 1<J 1<j
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Deshalb ist a;; = aj; fiir alle 7,5 = 1,...,n damit B = a/ (-, -).

Wir wenden nun die Weitzenbockformel fiir Ay (Satz 5.13) auf die 1-Form df an und
erhalten mit Satz 5.11, 2),

(Av(df),df )2 = (V*Vdf, df) 2 + (Ric(df), df ) 2.
Daraus folgt mit Ay = d§ + dd und Ric > ¢(n — 1)g
(o df, df)r2 > (Vdf,Vdf) 2 + c(n — 1) df ||
und damit
(Aof, Aof)rz > ||Hess fl|72 + c(n = 1){df, df) 2

(%)
> e Hess Sl + cln— (Ao, flrz (x5).

Fiir den Laplace-Operator Ag auf Funktionen gilt tr Hess f = —Agf (Ubungsaufgabe
7). Also folgt aus (xx)

n

L 0f I > eln — 1){8of, f)iz, VS € C(M).

Ist Agf = A f,soist f#0.
Gilt in allen Abschétzungen Gleichheit, so folgt insbesondere

(tr Hess f)* =n - |Hess f||

und damit
Hessf=a-g, «a€C®(M).

Auf die Frage wann in der Abschétzung A (Ag) > n-c Gleichheit auftritt gibt der folgende
Satz eine Antwort.

Satz 5.30 (Obata). Sei (M"™,g) eine kompakte, zusammenhdingende, orientierte Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Es gelte Ric > ¢(n —1)g und es existiere eine
Eigenfunktion f € C°(M), f # 0 mit Aof =n-c- f. Dann gilt: (M™,g) ist isometrisch
zu S™(c) (d.h. Schnittkrimmung ¢ und Radius %)

Beweis.

1) Es geniigt den Fall ¢ = 1 zu betrachten, denn fiir ¢ = const und g = ¢ - g gilt
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— Af]:lAg
c
VLY = VY
— R9=c¢-RY,Ric? = RicY
Das heifst
Ric? >(n—1)-c-g < Ridd>mn-1)-§
)\I(Ao,(M,g)):TL'C g Al(AO’(M’g)):n

2) Sei also 0.B.d.A. ¢ = 1. Aus dem Beweis von Satz 5.29 fir f € C°(M) mit
Aof =n- f wissen wir, dass

Hess f=—fg

Damit folgt Satz 5.30 aus dem folgenden allgemeineren Satz.
O

Satz 5.31. Ist (M™,g) kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand und f €
C>®(M),f #0 mit Hess f = —fg. Dann ist (M",g) isometrisch zu S™ mit induzierter
Riemannscher Metrik.

Beweis. Wir geben die Beweisidee. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:
1) Sei m € M mit f(m) = max{f(x)|x € M}. Wir zeigen, dass

exp,, : K(0,7) C T,,M — B(M,n) ={x € M|d(m,z) < 7}

ein Diffeomorphismus ist.
2) Wir zeigen: M \ B(m,n) = {m'}
3) Betrachte nun eine lineare Isometrie L : T,,, M — T S™ und die Polarabbildung

oL M\{m'} — S"\{-N}
x — expy oL o (expM)~1(x)
Zeige nun, dass ¢ eine Isometrie ist, und damit

= Schnittkriimmung von M ist 1
= M isometrisch zu S"/T', da M \ {m'} = S"\ {-N}
omo.

= S"™ isometrisch zu M"

f

max f

Zum Beweis: sei 0.B.d.A. max f = 1, ansonsten gehe iiber zu f:
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1) Sei 7 :[0,I] = M eine auf Bogenlénge parametrisierte Geodite mit v(0) = m und
~(1) = . Behauptung: dann gilt,
f(x) = cos(l(7))
Insbesondere:
f(x) = cos(d(m, x))
a) Sei v : I — M eine beliebige Geodéte mit v(0) = m,[|7/(0)]| = ¢ > 0. Nach
Voraussetzung gilt:
(@) = —f-9( (1), (1)
= Hess f(7/(t),7'(t))
= Vyudf (7' (1))
VA (t
= e+ i (T3
= (fo)"(t)
Also gilt (f o)"(t) = —c2(f o¥)(t) mit der allgemeinen Losung:
f(v(t)) = Acos(c-t) + Bsin(c- t) fir A, BeR
Aufserdem gilt
f(y(0)) = f(m)=1=A4 und wegen des Maximum in m:
(fo)(0) = 0=c-B=B=0= f(v(t)) = cos(|7(0)] - t)
Da v beliebig gewihlt war mit v(0) = m folgt damit die Behauptung. Insbesondere
gilt: Ist v Geodédte von m nach x mit [(y) < 7, dann ist 7 minimierende Geodéte
von m nach x d.h. I(y) = d(m, z).
b) Behauptung: grad f(z) = —sin(l) - /(I) fir jede auf Bogenlinge parametrisierte

Geodéte mit y(0) = m und () = z. Sei zunéchst 7 : [0,I] — M mit y(I) nicht
konjugiert zu (0) entlang . Sei weiter v € T, M, ||v|| = 1,v L 7/(1).

Behauptung: Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Jacobifeld ¥ € X, (M) mit
Y(0)=0,Y() =v.
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denn: Jacsy(M) = {Y € Jac,(M)|Y (0) = 0} ist ein n—dimensionaler Vektorraum,
denn diese Jacobifelder sind eindeutig bestimmt durch Y'(0) € T,,M (d.h.
man hat einen n—dimensionalen Raum von Anfangsbedingungen fiir lineare
DGL). Betrachte

©:Jacs(M) — T,M
Y = Y()

Diese Abbildung ist injektiv, da Y (I) nicht konjugiert zu v(0) entlang =y ist,
d.h. Y(0) = 0 und Y (I) = 0 impliziert Y = 0. Daraus folgt © ist bijektiv.

Sei also Y das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0,Y (I) = v. Betrachte die geodati-
sche Variation:
V:[0,] x (—e,e) — M
(ts) = expu(/(0)+s5-Y'(0))

Das Variations-Vektorfeld X := %—Z(, 0) ist ein Jacobifeld (da Variation aus Geo-
déten) mit:
X0 = 0
VvV ov
X'(0) = %E(t’ 8)|t=0,5=0
VoV

= oL (, 8)[t=0,5=0

f. von \Y
PR (3/(0) 4 5Y'(0))e=o
= Y0

= X=Y
Betrachte nun die Léangenfunktion fiir V: I(s) = I(V (-, s)). Nach 3.81 gilt:

') = Y1),y 1) = {¥(0),7(0))
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Sei vy, ...,v, eine ONB in T, M mit 7/(l) = v;. Damit ist
n

grad f(z) = sz‘(f)vz‘

i=1
Es gilt

=1 wl) = YO0 = S o)

d
P (cos(t)) )=

= —sin(l)

d

i>1: vi(f) = %(f((l(vi('as))hs:o

d
= E COS(li(S))|S=0
= — sin(li(O)) l;(O) = 0
S~~~

=0

Damit gilt grad f(x) = —sin(l)7/(!) und somit die Behauptung unter b).
c) Behauptung: Die Abbildung exp,, : K(0,7) C T, M — B(m,w) C M ist bijektiv
i) surjektiv: z € B(m, ) = d(z,m) < 7, da (M, g) vollstéindig ist existiert eine
minimierende Geodéte v : [0,1] — M mit I(y) = d(m,z) < 7 auf Bogenlénge
parametrisiert.

S e y(0) =2
= ol =l=d(m,z) <=

ii) injektiv: Seien vy, ve € T,,, M, vy # vy mit = exp,,(v1) = exp,, (v2), ||v1]], [Jv2| <
7. Seien v, : I — M radiale Geodéten mit ,, (0) = m,,, (0) = vg.

S ) = el <
= 7, ist minimierende Geodéte von m nach z (nach 1))
= L vo) = U(ywy) =1 = d(m, z)

= grad f(x) = — sin(l)%k(l)

= Yo () =Yy (070 (D) = 700 (1) = Y01 = Y = v1 =02
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d) Behauptung: Die Abbildung exp,, : K(0,7) C T,,M — B(m,n) C M ist ein
lokaler Diffeomorphismus. Wir miissen zeigen, dass auf den auf BL parametrisier-
ten radialen Geodéten mit Anfangspunkt m auf (0, 7) kein konjugierter Punkt liegt.

Dazu die Behauptung: Sei 7 : [0,00) — M eine auf BL parametrisierte Geodéte mit
7(0) = mund Y € X,(M) ein Jacobifeld entlang v mit Y'(0) = 0,Y L+, Y # 0.
Dann gilt
[V (£)] = sin(#) |[Y'(0)]]
#0

d.h. insbesondere 7(t) ist zu v(0) entlang v konjugiert < t € Zr.

Beweis der Behauptung: Sei ¢y € (0,7), so dass 7(fp) nicht konjugiert zu ~(0)
entlang ~ ist. Damit gilt Y (¢9) #0,Y L 4.
0

Sei nun § : (—e,e) — M eine Geodite mit §(0) = ~(tp),d’(0) = Y(to). Da
L("[0,t0]) = to < 7 gilt fiir € hinreichend klein, dass d(m, §(s)) < . Nach c) existiert
dann eine Kurve V(s) € K(0,7) C T, M mit exp,,(V(s)) = &(s). Betrachte nun
die Variation von ~ : [0, 9] — M:

V(t,s) = exp,, (% . f/(s)>

Es gilt:
— V{(.,s) ist Geodite
— V(0,s) =mVs

A~

— V(to,s) = exp,,,(V(s)) = d(s)
Betrachte nun wieder [(s) := [(V (-, s)), wiederum aus Kapitel 57 ist bekannt:

') = 0
1"(0) = (Y(to),Y'(t0)) (1)
Wir berechnen nun {”(0) nochmals unter Verwendung der Formel in 1):

f(o(s)) = cos(U(V (- 5)))
= cos(l(s))
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Dies gilt fiir jede Geodéte von m — 6(0). Da ¢ eine Geodéte ist folgt:

(f00)"(s) = Hess fis)(5'(s),0'(s))
= —f(6(s)) - 9(9'(s),0'(5))

= (f00)"(0) = —£(6(0)) - g(d'(0),4"(0))

Weiter gilt

(fod)(s) = —sin(i(s))I(s)
(Fod)!(s) = —cos(i(s)) - (I(s))? — sin(i(s)) - I"(s)
= (£20/'(0) = —cos(1(0)) - ((0))* = sin(1(0)) - '(0)
=0
S 1'0) =~ (F08)(0)
" o COS(tO)
S10) = SRV (0) @)

Mit (1) und (2) folgt dann:

~—

cos(to

Sin(t0)<Y(t0),Y(t0)> = (Y (t0),Y'(to))
N cos(tp) _ (Y(to),Y"(to))
) (Vo). Y ()
IOl

IV o)l

L (Y O s

d. .
N a(1n(511r1(15)))\t=t0 T

Und zwar fiir alle tg € (0, 7) fiir die y(¢g) nicht konjugiert zu v(0) entlang ~y ist.

Fakt: Die konjugierten Punkte auf Geodéten in Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten sind diskret verteilt auf den Definitionsbereich von 7. (ohne Beweis)

d
In(||Y'(¢)|])) auch in einer Umgebung von ty. Es

Damit gilt %(ln(sin(t))) 7 —(
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folgt
In(|Y'(¢)|]) = In(sin(t)) + const
= |Y(t)|] = sin(t) - const const =c¢ # 0
= |[Y(®)|? = sin®(t)-c?
d? ,
il Y =
Lol = e
Damit gilt also
Y@l = sin@) - [Vl

fiir alle ¢t € (0,7) fiir die y(¢) nicht konjugiert zu «(0) entlang v ist. Damit gilt
dies aber fiir alle t € (0,7), da beide Seiten stetig sind. Das heift die konjugierten
Punkte 7(t) liegen bei t € Zm und damit folgt, dass

exp,, : K(0,7) — B(m,)

ein Diffeomorphismus ist. Damit ist der erste Schritt bewiesen.

Behauptung: M \ B(m,n) = {m’}

Wir zeigen: Seien 7;,v auf BL parametrisierte Geodéten mit v(0) = ~1(0) = m,
dann gilt y(m) = 71 (7).

Seien v} (0) # 4/(0) und sei ey, e3 ONB in span(y/(0),74(0)) C T;,, M mit e; = 74(0).
Betrachte die Variation

V(t,s) = exp,,(t(cos(s)e; + sin(s)eq))

a'e

=:u(s)

Dann ist V(-,0) = v und V(-,s0) = 71 fiir ein fixes sg. Es bleibt zu zeigen, dass
V(m,s) = constant. Sei dazu Y das Variationsvektorfeld von V' entlang der Geo-
déte Vi =V (-, s).

V() = L(V(Es)
= (dexpm)t~u(s) (t(—sin(s)eq + cos(s)ez))

Lu(s)

Dann folgt mit dem Gauf-Lemma (exp,, ist eine radiale Isometrie)

d

Yi(t) L —
t) L o

(Vs(2))
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Wir wenden nun d) auf die Geodéte Vs und das Yacobifeld Y an. Damit gilt
1Y (@)]| = sin()[[Y;(0)|| = Ys(m) =0 Vs € (—¢,¢)
d
= %(V(ﬂ,s)) =0Vs e (—¢,¢)
=  V(m,s) = constant

Damit gilt aber v1(7) = v(7) und somit {x € M|d(m,z) =7} = {m'}.

Bemerkung: setzt man die Bedingungen von Satz 5.30 voraus, ndmlich Ric > (n —
1)g kann man jetzt mit dem Satz von Bonnet-Myers schliefsen, dass diam(M, g) <
und damit M = B(m,w) U {m’}. Damit folgt 2), ohne Kriimmungsbedingung
schlieft man wie folgt:

Wir miissen zeigen, dass kein Punkt x € M existiert mit d(m,z) > =. In m/
gilt d(m/,m) = m und damit:

f(m) ol cos(m) = —1 = min{ f(z)|z € M}

Benutzen wir nun la)-1d) fiir das Minimum m’ analog und erhalten
{z € Mld(m/,2) = m} = {m}

Sei § : R — M Geodéte durch m’ und x mit §(0) = m/, auf BL parametrisiert. Wir
unterteilen R in Intervalle [k7, (k+1)7]. Dann existiert ein k£ mit r € (kr, (k+1)7),
so dass §(r) = x, denn auf den Randpunkten der Intervalle nimmt ¢ die Werte m, m/
an. Damit folgt d(m,z) < 7 und somit

M = B(m,7)uU{m’}

und also 2).

Sei L : T, M — T,S™ eine lineare Isometrie und

¢ M\ {m'} — 8"\ {-p}
z — expy oLo (expM)~l(z)

die Polarabbildung. ¢y, ist ein Diffeomorphismus.

Behauptung: ¢p : M \ {m'} — S™\ {—p} ist eine Isometrie fiir g auf M und
g« = (,)rn auf S™.
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S’n

Zu zeigen: x € M,z #m',v € T,M = ||dp(v)||sn = [|v|g,- (*)

Mit dem Gauf-Lemma gilt (*), wenn v tangential an eine radiale Geodite von
m — x ist. Es geniigt also zu zeigen, dass (x) gilt fiir v L auf radiale Geodéte von
m — T.

Sei also v radiale Geoddte auf BL von m — z, w = 7/(0). Da (dexp,,)tw €in
Isomorphismus ist, sei z € T, M mit (dexp,,)iw(toz) = v. Sei weiter Y € X, (M)
das Jacobifeld entlang v mit Y L+, Y’(0) = 2, dann ist Y (¢7) = v. Nach 1d) gilt

dann
V(@I = sin(t)[[Y"(0)]] = sin(t)|=]
— sin(t)|L(2)]
= [l = sin(to)L(2)[(3)
Damit gilt
ldo@)l = lldexps" oL o (dexp ik (v) |
=toz
= [(dexpy gLz (toL(2))]
= |[Y(to)]
wobei Y das Jacobifeld entlang ¢y, oy auf S mit Y (0) = 0,Y’(0) = L(z). Damit
gilt

Ubungsaufgaben = Y (t) = sin(t)Z(t), Z(t) = 77¢Loﬂ/( (2))

= [[dgo ()] = II¥ (to)ll = sin(to)| Z(to) | = sin(to) | L) £ o]
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damit ist ¢y eine Isometrie von M \ {m'} auf S™ \ {p}. Damit hat M \ {m'}
Schnittkriimmung K = 1 und es folgt K = 1 auf ganz M. Damit gilt

S™da M\ {pt.} = S™\ {pt.}

som. Hom.



6 Geometrie semi-Riemannscher
Immersionen

Motivation: Unser Ziel ist es, Mannigfaltigkeiten mit speziellen geometrischen Eigen-
schaften global zu konstruieren. Interessante Eigenschaften sind zum Beispiel

e Aus der Allgemeinen Relativitdtstheorie: Ric = 0,
o MF mit spezieller Holonomiegruppe,
e MF derart, dass spezielle Differentialgleichungen eine Losung haben.

Sei zum Beispiel M eine Raumzeit und M C M eine raumartige Hyperfliche, und sei g
Metrik auf M mit folgender Form:

G =0tz dt* + gy,

wobei g; eine glatte Familie Riemannscher Metriken auf M ist. (Jede global-hyperbolische
Mannigfaltigkeit hat zum Beispiel eine solche Darstellung (M, g)) Dann:

Geometrieeigenschaften von M — Geometrieeigenschaften von M

(constraint conditions) Das Vorgehen zur Konstruktion von M ist dann:

(1) Suche eine MF (M, g), die die constraint conditions erfiillt.

(2) Losen eine Evolutionsgleichung auf M x (—e,€):

g=—F2(t,z)-dt* + gy,

Dabei kennen wir g, go, 5(0,-), B(O, -). Wir bestimmen nun eine Losung fiir g¢, 5(¢, )
aus den Anfangsbedingungen.

(3) Zeigen Eindeutigkeit und Maximalitdt der Losung.

Im Folgenden beschiftigen wir uns also mit der Frage, wie die Geometrie einer Immersion
durch die Geometrie des Totalraums festgelegt wird.

Definition. Eine Abbildung f : (M",g) — (M", §) heift semi-Riemannsche Immersion,
wenn

1) f ist eine Immersion
2) f*9=9
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Beispiel 6.1.

1) Sei (M,§) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, f : M — M Tmmersion, so dass
df (T M) C Ty M nicht ausgeartet beziiglich g, ist. Dann ist mit g := f*g die
Abbildung f: (M,g) — (M , §) semi-Riemannsche Immersion.

. 0
2) Sei v : I — M eine regulére Kurve, 7/(t) = dy <§(t)> nicht lichtartig, dann ist

v: 1 — (M, §) eine semi-Riemannsche Immersion.

3) Sei (M, §) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, M C M Untermannigfaltigkeit, so
dass 1T, M C T,M nicht ausgeartet ist. Dann ist ¢ : M < M mit g = ¢*g eine
semi-Riemannsche Immersion (i ist hier die Inklusion)

Definition. Sei f : (M,g) — (M,g) eine semi-Riemannsche Immersion. Wir benutzen
folgende Bezeichnungen. Sei x € M, dann zerfallt

Tp(ayM = dfy (T, M) & df (T, M)

:sz :Nfz

T f; heifst Tangentialraum an f in x € M
N f; heifst Normalenraum an f in x € M

Tf, ~ T, M ist eine lineare Isometrie beziiglich gs) und g

Tf:= U T f Vektorbiindel iiber M (Tangentialbiindel an f)
xeM

Nf:= U N f, Vektorbiindel iiber M (Normalenbiindel an f)
xeM

XM — TM,C>®

Xi(M) = } sind die Vektorfelder entlang von f

o Xp(M)m = {X € Xy(M)|X(z) € Tf,Vz € M} heifen tangentiale Vektorfelder
entlang von f. Oft wird X(M) und X;(M)'" identifiziert.

D(TM)=X(M) =~ Xp(M)"™ ~T(Tf)
X = (zeMw—dfy(X(z))
— Z
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.'{J%(M) ={X € Xy(M)|X () € NfyVor € M} heifen normale Vektorfelder ent-
lang von f.

Xp(M) = Xp (M) @1 X7 (M) =~ X(M) & X5(M)
tan : Xp(M) — X(M) ist die tangentiale Projektion

(tan X)(z) = (dfs) ™" (projgy, ( &(2 ) € T.M

GT/'(Z)M

e nor: Xs(M)— %J%(M) ist die normale Projektion

(nor X)(x) := pl"Oijz(X(:L‘)) eENf,

Lemma 6.2. Sei Z € X;(M) ein Vektorfeld entlang f. Dann existiert fir jeden Punkt
zo € M eine Umgebung U(xo) C M und ein VF Zy, € X(M), so dass

Z(x) = Zao(f(x))V € Ulxo)

Beweis. Da f : M — M eine Immersion ist, existieren offene Umgebungen ﬁ(mo) Cc M,
so dass

A~ ~

f\f](:co) : U(IL’()) — M

eine Einbettung ist. Damit ist f ({7 (o)) eine Untermannigfaltigkeit von M.D.h.um f (zo)
existiert eine Karte (U, ¢) von M mit ¢(UN f(U(zo))) = {(21,...,2n,0,...,0)NG(U)}.
Damit gilt fiir alle x € U(xo) mit f(x) € U:

n 9 )
@ :;fi(l’)%(ﬂx)) ¢ = (z1,...,2N)

€Tr@M Z
Definiere nun Z € X(U) durch

Z(@ Yy, ... aN)) = Z&'(f_l(@_l(xl,...,ajn,(),...,0)))8%(g5_1(331,...,a:]v))
=1

=  Z(x)=Z(f(z)) VzeUlxy) mit f(z)eU
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Sei V C U eine Umgebung mit f(zo) € V,clV € U und h € C°(M) mit hy =1 und
supph C U. Betrachte das globale Vektorfeld

Zyy i=h-Z € X(M)

Dafiir gilt Z,,(f(x)) = Z(x) fiir alle 2 € U(zo) := f~ 1V N f(U(x0))) O

Lemma 6.2 erlaubt es Vektorfeld entlang f kovariant abzuleiten. Sei V eine kovariante
Ableitung auf M, V definiert eine kovariante Ableitung von Vektorfeldern aus X;(M).
Sei Z € Xp(M),X € X(M) =~ Xs(M)'"™ C X¢(M). Definiere nun VxZ e X¢(M) durch

(VxZ)(@o) i= (Vg Zoo) (Fl@0))  fiivzg € M
dabei hat man X € X(M) als tangentiales Vektorfeld entlang f betrachtet. Es ist

VxZ e X M unabhéngig von den gewdhlten Fortsetzungen Xxo und chO Man spricht
von der ,kovarianten Ableitung von Z in Richtung X

Lemma 6.3. Sei X € X(M) und h € C®°(M) fiir Vx : X;(M) — Xp(M) gilt:
1) VixZ =hVxZ, Vx,1x,2 =Vx,Z +Vx,Z
2) Vx(hZ) = X(h)Z +hVxZ, Vx(Z1+ Z2) = Vx(Z1) + Vx(Z2)

3) Sei (M g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der Levi-Civita- Zusammenhang
von (M, §), Dann gilt fir XY € X(M) ~ Xy (M)ten

a) [X,Y]=VxY — VyX
b) X(§(Z1,22)) = §(VxZ1, Z2) + §(Z1,NV x Za) fiir Z1,Z2 € Xy M, X € X(M)

Beweis. 1) und 2) folgt, da V kovariante Ableitung auf M ist.

3a) Nach Definition und unter Benutzung der Torionsfreiheit von v gilt

(VXY =VyX)(zo) = (Vg, Yoo = Vy, Xop)(f(20)

torsionsfrei [ 5

Da weiter gilt

dfz(X(x)) = ):(xo(f(ﬂf)) V€ U(xo)
df:(Y(z)) = Yo (f(z)) Vo eU(w)
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, sind also X und X}CO sowie Y und f/xo J|U(zo)-verkniipft. Damit sind aber auch
(X, Y] und [X.,, Yz, U (w0)-verkniipft. Bei Identifizierung von X(M) ~ X (M)""
gilt dann:

A~

(@XY_@YX)(I‘O) = [Aro’Y ](f($0))
= dfy, ([X,Y](20)) ~ [X,Y](z0)

3b) Wiederum unter Benutzung der Definition und der Tatsache, dass V metrisch ist
folgt

(@ 2, Za)(w0) + §(21, V x Z2) (o)
= ( Zag Z2r0)(f( 0)) + g(leo’ VXIOZ2IO)(f($O))
X

metrisch
= 70 (Q(lem Zowy)(f(20))) (%)
Sei y : I — M mit v(0) = x0,7'(0) = X (x0). Dann ist fo~: I — M mit

(o)) = fao) A
(o)) = diag(X(@0)) = Kool (0))

Damit folgt

d . ~ ~
() = 2 (Groy(n) (Z1ao (f 0 V(1)), Z2wo (f ©7(E)))j1=0
~——
=95(t) Z1(v(1)) Z2(7(#))

= X(§(Z1, Z2))(wo)

Sei V eine kovariante Ableitung auf M. Dann definiert V eine kovariante Ableitung auf
Tf und auf Nf (beides sind Vektorbiindel iiber M).

Ve T(Tf) — T(T*M ®Tf)
Y — vy VR .= tan(VyY)

ist die induzierte kovariante Ableitung auf T'f.

VI:T(Nf) — D(T*M @ NY)
n — Vip V%1 ::nor(@xn)

ist die induzierte kovariante Ableitung auf N f.
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Definition. Die Abbildung g : X(M)xX(M) — C°°(M) heift auch 1. Fundamentalform
der Immersion f. Die Abbildung

IT: (M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — II(X,Y):=nor(VxY)

heiftt 2. Fundamentalform von f.

Satz 6.4. Sei f : (M,g) — (M,g) eine semi-Riemannsche Immersion, NV der LC-
Zusammenhang von g und V der LC-Zusammenhang von g. Dann gilt

1) VxY =tan(VxY) VX,V € X(M) ~ X;(M)t"
2) 11 ist ein symmetrisches (2,0)-Tensorfeld

3) VxY = VxY +11(X,Y) Gaup-Formel

Beweis.

1) zu zeigen: tan(@ xY) = V@Y ist eine metrische, torsionsfreie, kovariante Ablei-
tung auf TM (bei Identifizierung T'M ~ T'f)

— kovariante Ableitung nach Lemma 6.3

— torsionsfrei:
tan(VxY — Vy X) = tan([X,Y]) = [X, Y]
— metrisch:

g(tan(VxY1),Yy) 4+ G(Y1, tan(VxY3))
= G(VxY1,Y,) + g(Y1,VxYa)
Lem@a 6.3 X(Q(Y1, }/2))

2) I(X,Y) —II(Y, X) = nor(VxY — VyX) = nor([X,Y]) =0
3) nach Definition
Definition. Sei A4, : X(M) — X(M) das (1, 1)-Tensorfeld mit

g(A X, Y) =11, (X,Y) := g(I(X,Y),n) VX,Y € X(M).

A, heift Weingarten-Operator von f beziiglich 7.




357

Bemerkung: A, ist selbstadjungiert beziiglich g, das heift
9(An(X),Y) = g(X, Ay (Y)).

Satz 6.5. (Weingarten-Formel) Sei n € T(Nf). Dann ist A,X = —tanVxn VX €
X(M). Das heifst: .
Vxn= —4,X + Vxn
—_———

tangential normal

Beweis. Seien X, Y € X(M). Dann gilt

Q(AUX,Y) = Hn(X,Y)
= g(II(X,Y),n)
Gauftformel . , =
= VxY — VxY |
J(Vx X n )
tangential normal
=g(VxY,n)
m

V metrisch

£ X (g(Y,m)) — a(Y, Vxn)
= g(—tan(@Xn)’Y)

Und weil Y € X(M) beliebig war folgt damit die Behauptung. O

Vergleich der Kriimmungstensoren von (M, g) und (M ,9)

Satz 6.6. (Gaup-Gleichung) Sei f : (M,g) — (M, §) isometrische Immersion, V der
LC-Zsh. von (M, g) und ¥V der LC-Zsh. von (M, g). Dann gilt fir X, Y, Z € X(M):

(1) RY(X,Y)Z =RY(X,Y)Z+ (Vx I)(Y, Z) — (Vy I1)(X, Z), wobei (Vx II)(Y, Z) :=
V(Y. 2)) ~ (VY. Z) — (Y, Vx Z).

(2) Rﬁ(X, Y ZW)=R(X,Y,Z, W)+ gII(Y,W),II(X, Z)) — g(II(X, W),II(Y, Z)).

(8) Sei E C T, M nicht-ausgearteter Unterraum und E = df,(E) C Tf(x)M. Dann gilt
fiir die Schnittkrimmungen von (M, g) und (M, g):

T e — Fon(a) — I, 0) L (w, w) = §(I1(v, w), 1T(v, w))
Kp(f(z)) = Kp(x) o090, 0) — g(0.w)?

9

wobei E = span (v, w).



358 6 Geometrie semi-Riemannscher Immersionen

Beweis. (1) Benutzen die Gauk-Formel VxY = VxY +1I(X,Y):

RY(X,Y)Z = VxVyZ = VyVxZ - VixyZ
= Vx(VyZ +1L(Y, 2)) — Vy(VxZ +11(X, Z))
~ VixyZ - 1([X,Y],2)
= VxVyZ +11(X,VyZ) + Vx(I(Y, Z))
—VyVxZ —1I(Y,VxZ) - Vy(I(X, Z))
~VixyviZ -1(VxY,Z) +1(Vy X, Z)
=R(X,Y)Z — (Vy (X, Z) + (Vx ID)(Y, Z)

R(X,Y, Z,W)
G(RY(X,Y)Z, W)
g(Rv(X7 Y)Z7 W) + g((ﬁX H)(Y7 Z)? W) g((ﬁy H)(X7 Z)? W)
g(RV(X’ Y)Z> W) + g(@X(H(Y’ Z)’ W)) g(?Y(H(Xv Z)v W)
R(X,Y, Z, W) + X(§(IL(Y, Z),W)) — gAL(Y, Z), Vx W)
=0

—Y(GUII(X, Z),W)) + §g(L(X, Z),Vy W)

=0
=R(X,Y,Z,W) — g(II(Y, Z),nor VxW) + §(II(X, Z), nor Vy W

=I1(X,W) I(Y,W)

R (v, w,w,v)
g(v, U)g(wv w) - g(v, w)

KE(%‘) = D)

Dann folgt die Behauptung durch Einsetzen von Punkt (2).

Satz 6.7. (Codazzi-Minardi-Gleichung)
nor RY(X,Y)Z) = (VL II)(Y, Z) — (VL II)(X, Z)
fir alle X, Y, Z € X(M) ~ X;(M) — Xp(M). Hierbei heifit

(VL INY, Z) = Vi (1Y, 2)) — II(VxY, Z) — II(Y, Vx Z).
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Beweis. Nach Punkt (1) aus Satz 6.6 gilt:
nor(RY(X,Y)Z) = VE(IL(Y, 2)) — I(VxY, Z) — II(Y, Vx Z)—
(VHII(X, 2)) —1(Vy X, Z) — 1I(X,Vy Z))
= (VxI)(Y, Z) — (V3 II)(X, Z)

Satz 6.8. (Ricci-Gleichung)
(1) Y € Xp(M)* ~T(Nf), VX, Y € X(M):
nor(RY(X,Y)n) = RV (X,Y)n + I[(4,X,Y) - [I(X, A,Y)
(2) Vn, £ € Xy (M)t ~T(Nf), VX, Y € X(M):
R(X,Y,m,€) = GRY (X,Y)1,€) + g(Ay(X), A¢ (V) — g(Ae(X), Ay (V)
Beweis. Benutzen die Weingarten-Formel Vyn = —A,(X) + V7:
RY(X,Y)n = VxVyn — VyVxn - Vixy
= V(T — Ay(X)) — Ty (Vi — 4y(X)) = Ty + Ay([X, Y])
— VYD — Agy, (X) = Vx(4,(Y))-
VEVED + Agy, (V) + ¥y (4,(X))-
V[JX,YW + An([X,Y])
=RV — II(X, A,Y) +II(Y, A, (X)) + tan.-Komponente

Also :
nor RY (X, Y)n = RV (X, Y ) — TI(X, A, (Y)) + LY, A,(X)).
Und Punkt (2) folgt aus der Definition des (4, 0)-Tensors R. O

Bemerkung: Fiir den Tangentialteil von R@(X ,Y)n gilt damit nach den vorigen For-
meln:

tan RY (X, Y )y = Ay, (V) = Ags,(X) = (VxA)(Y) + (Vy Ay)(X).

(Wegen Schiefsymmetrie des (4, 0)-Kriimmungstensors)

Wir betrachten nun den Spezialfall, dass (M, §) eine semi-Riemannschen MF konstanter
Schnittkriimmung K ist. In diesem Fall gilt dann:

fiir alle X, Y, Z € X(M). Daher gilt fiir X, Y, Z € X(M) ~ X;(M)t*:

nor(R(X,Y)Z)=0
und fiir n € T(N f):

R(X,Y)n = 0.
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Satz 6.9. Sei f : (M,g) — (M,§ eine isometrische Immersion und es habe (M,§) die
konstante Schnittkrimmung K. Dann gilt:

(1) (Gaup-Gleichung) Fir alle X, Y, Z, W € X(M) gilt:

R(X7Y7 Z, W) =K- (Q(Y7 Z)g(X7 W) _g(X7 Z)Q(K W))
+ g(I(X, W), 1LY, Z)) — g(LI(Y, W), I(X, Z)) (K1)

(2) (Codazzi-Minardi-Gleichung) Fiir alle X, Y, Z € X(M) gilt:
(VxI)(Y, Z) = (Vy I)(X, Z) (K2)
(8) (Ricci-Gleichung) Fiir alle X, Y € X(M), n € T(Nf) gilt:
RY(X,Y)n = TI(X, Ay (V) = TI(A4,(X),Y) (K3)
Diese drei Gleichungen sind Gleichungen fiir folgende Objekte:

(NfavJ_?ILh 3:§] ‘NfXNf)

Satz 6.10. (Hauptsatz fiir isometrische Immersionen in Raumen konstanter Krimmung)

Sei (M", g) eine einfach zusammenhdngende semi-Riemannsche MF.
Sei B ein Vektorbindel vom Rang k diber M.
Sei VE kovariante Ableitung auf E.

Sei h Bindelmetrik auf E (das heif§st hy, : E, X E, — R ist fir alle x € M eine
Skalarprodukt mit konstanter Signatur (ki,ks)), sodass VE metrisch beziiglich h
18t.

o SeiI1¥ : X(M) x X(M) — I'(E) symmetrisches (2,0)-Tensorfeld mit Werten in E.
Weiterhin erfillen die Objekte (E,VE h,11¥) die Gleichungen (K1), (K2), (K3).

(1) Dann existiert eine isometrische Immersion

£ (M, g) — (M+F, ),

wobel (M,g) ein Raum konstanter Schnittkrimmung der Dimension n + k ist, der
einfach zusammenhdngend ist und vollstindig ist. Und es existiert ein Vektorraum-
Isomorphismus ¢ : E — N f, so dass fur alle X, Y € X(M) und fir allen, § € T'(E):

* g(¢(n), (&) = h(n,§)
o Vio(n) = o(VEn)
o II(X,Y) = ¢(IIF(X,Y)).

(2) Seien f1,fa : (M,g) — (Mn+*, §) zwei solche isometrischen Immersionen. Dann

P

existiert eine Isometrie T : (M7™+* §) — (M7* §) derart, dass

Ji=7o fo
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Den Beweis findet man zum Beispiel in:
e M. Dajcer: Submanifolds and Isometric Immersion, Publ. and Perish, 1990

e Ch. Bar, P. Gauduchon, A. Moroianu: Generalized cylinders in semi-Riemannian
and Spin geometry, Math. Z., 2005

Beweis. Wir besprechen hier eine andere Beweisidee:

Fir K =0: m ~ RY mit flacher Riemannscher Metrik. Betrachte das

Vektorbiindel F': =TM & E mit
Biindelmetrik & : = g @ h.

Definiere kovariante Ableitung V" auf dem Vektorbiindel F' durch:

vy —AF(X)
ro_ X
vE = <HE X vE > d.h.

Dann gllt

(1) RRY" =0 (wegen (K1), (K2), (K3))

(2) Dann existieren in F' globale Schnitte p1,...,pN, so dass
a) (¢1(z),...,on(x)) Basis in F; fiir alle z € M,
b) VFp, =0 fiiri =1,...,N (weil M einfach zsh.),
c) Sei a € QY (M,RY) die 1-Form

h(X, 1)
a(X) = :
h(X, on)
fiir alle X € X(M).

Dann gilt:

a) « ist injektiv,

b) da = 0.
(3) Da M einfach zsh. ist, gilt nach dem Poincaré-Lemma: Es existiert ein f € C°°(M,RN)

mit df = a.
(4) Man zeigt, dass f: M — RY die gesuchte Immersion ist.
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